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1. Einleitung 
1.1 Problemstellung und Zielsetzung der Arbeit 


Die Konzentrationsmessung stellt ein wichtiges Teilgebiet der deskriptiven statistischen 
Methodenlehre dar. Sie gliedert sich in den Bereich der absoluten Konzentration und 
den Bereich der Disparitàts— oder Ungleichheitsmessung. Im Rahmen der Disparitäts- 
messung wird untersucht, wie gleich— bzw. ungleichmäßig sich Anteile von Merkmals- 
summen auf Anteile von Merkmalsträgern verteilen. Bekanntes Beispiel ist die Analyse 
der Einkommensverteilung im Hinblick auf die Ungleichheit. Aus statistischer Sicht 
sind dabei zwei Verteilungen, die extreme Gleichverteilung und die extreme 
Ungleichverteilung von Bedeutung. Extreme Gleichverteilung liegt immer dann vor, 
wenn jeder einen gleichen Teil besitzt. Von extremer Ungleichverteilung spricht man, 
wenn ein einziger Merkmalsträger die gesamte Merkmalsmasse auf sich vereinigt. Viele 
Disparitätsindizes können als Maß für den Abstand zwischen der gegebenen Verteilung 
und der extremen Gleichverteilung interpretiert werden. 

Zentrale Kenngrößen dieses Fachgebietes sind die bereits Anfang dieses Jahrhunderts 
von M. O. LORENZ bzw. C. GINI entwickelten Maßgrößen "Lorenzkurve" und 
"Gini—Koeffizient". Werte der Lorenzkurve können einfach interpretiert werden. Es 
läßt sich z. B. an der Funktion ablesen, wieviel Prozent der Merkmalssumme auf die 
20% kleinsten oder 10% größten Merkmalsträger entfällt. Der Gini—Koeffizient R kann 
im Lorenzkurven—Schaubild als zweifache Konzentrationsfläche veranschaulicht wer- 
den. Darüberhinaus ist er in einer Vielzahl von Schreibweisen darstellbar und interpre- 
tierbar, was zu immer neuen Einbindungsmöglichkeiten führt und u.a. seinen hohen 
Stellenwert erklärt. 

Ausgehend von diesen beiden Kenngrößen wurden zahlreiche Erweiterungen und Ab- 
wandlungen vorgestellt, die ebenfalls für die Beurteilung der Disparität einer 
Verteilung herangezogen werden. Andererseits tauchen in der neueren Literatur zu den 
Schlagworten Lorenzkurve bzw. Gini—Koeffizient nicht nur Beiträge zur Disparitäts- 
messung auf. Auch für die Analyse weiterer Themenkreise wie Lebensdauerverteilungen 
oder Armutsmessung finden diese Maßgrößen inzwischen Verwendung. 


Das Anliegen dieser Arbeit ist es, einen Überblick über die vielfältigen Einsatzbereiche 
der Lorenzkurve, des Gini—Koeffizienten und deren Abwandlungen zu geben, die über 


die Disparitätsmessung hinaus gehen können. 
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In systematischer Form wird wesentliche Literatur zur Lorenzkurve, zum Gini— 
Koeffizienten und einigen Abwandlungen eingeordnet und aufbereitet. Darüberhinaus 
werden da, wo es sich aus der Systematik heraus anbietet, ergänzende Anmerkungen 
und Vorschläge gemacht bzw. Gedanken weiterentwickelt. 

Die systematische Darstellungform soll dazu anregen, Anwendungsmöglichkeiten der 
bekannten Indikatoren im Rahmen anderer Zielsetzungen zu prüfen. Umgekehrt bedeu- 
tet natürlich die Verwendung bspw. des Gini—Koeffizienten als Baustein eines Maßes in 
einem disparitätsfremden Bereich, daß implizit Ungleichheitsaspekte dort eine Rolle 
spielen oder zumindest in eine erweiterte Interpretation einbezogen werden können. 


Die Auswahl der Anwendungsbeispiele orientiert sich an den veröffentlichten Beiträgen. 
Die Anwendung könnte theoretisch auf weitere Sachverhalte ausgedehnt werden. 
Zudem werden Ansätze zum Schätzen und Testen der Kenngrößen ausgeklammert, da 
eine Erörterung im Rahmen dieser Arbeit zu weitführend wäre. Für einige interessante 
Ansätze, bspw. von TAGUCHI (1981,1987) oder BASU (1987) muß auf die Literatur 
verwiesen werden. Eine grundlegende und ausführliche Auseinandersetzung mit Eigen- 
schaften der Lorenzkurve und des Gini—Koeffizienten findet sich bei PIESCH (1975), 
auf dessen Ergebnisse im Laufe dieser Arbeit immer wieder zurückgegriffen wird. Einen 
guten Überblick über die neuere Literatur zum Gini— Koeffizienten gibt die 
Monographie von GIORGI (1992), in der nach einer Zusammenfassung ausführlich die 
einzelnen Beiträge im Rahmen eines Literaturverzeichnisses vorgestellt und 
kommentiert werden. 


1.2 Aufbau der Arbeit 


Wie bereits an der Aufgabenstellung zu erkennen ist, werden in dieser Arbeit viele sehr 
unterschiedliche Aspekte einer eingehenderen Betrachtung unterzogen. Dies dokumen- 
tiert auch das Inhaltsverzeichnis. Grundsätzlich orientiert sich der Aufbau dieser 
Arbeit an der formalen Struktur der vorzustellenden Maßgrößen und nicht an deren 
Zielsetzung. 


Innerhalb der einzelnen Kapitel wird versucht ein grobes Gliederungsraster einzuhalten: 
Der Vorstellung des zu betrachtenden Instrumentariums schließt sich in der Regel die 
Prüfung an, inwiefern die in Kapitel 2 formulierten Kriterien eines Disparitätsmaßes 
erfüllt werden. Anschließend wird untersucht, inwieweit der Indikator in anderen 
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Themenbereichen Eingang findet. Dabei geben die veröffentlichten Beiträge im wesent- 
lichen diese Bereiche vor, was zwangsläufig zu einer relativ willkürlichen und unvoll- 
ständigen Auswahl führt. Dennoch gibt es eine Vielzahl von Schnittstellen zwischen den 
einzelnen Kapiteln, auf die über Vermerke im Text, in den Fußnoten und gegebenen- 
falls über Wiederholungen hingewiesen wird. Damit sollen auch solche Zusammenhänge 
berücksichtigt werden, die bei der gewählten Gliederungsstruktur sonst verloren gingen. 


In Kapitel 3 wird neben der Lorenzkurve als solcher und der normierten inversen Ver- 
teilungsfunktion als "vorgelagerter Steigungskurve" bereits eine erste Modifikation der 
Lorenzkurve vorgestellt. Diese spielt später im Zusammenhang mit Ordnungsrelationen 
eine große Rolle . 


In Kapitel 4 steht der Gini—Koeffizient im Zentrum. Zunächst werden in knapper Form 
die vielseitigen Darstellungsmöglichkeiten vorgestellt. Im folgenden wird zunächst seine 
Funktion als Disparitätsmaß unter zwei ausgewählten Aspekten beleuchtet. Daran 
schließt sich ein Überblick über seine vielfältige Verwendung in disparitätsfremden 
Gebieten an. 


Kapitel 5 stellt gewissermaßen einen Exkurs dar. Hier wird ein von ZENGA (1984a) 
entwickeltes neues Instrumentarium zur Disparitätsmessung vorgestellt, welches eine 
Alternative zur Lorenzkurve und dem Gini—Koeffizienten darstellt, und gemäß den in 
Kapitel 2 aufgestellten Kriterien geprüft. 


Kapitel 6 stellt Kurvenzüge vor, deren Funktionswerte im Schaubild der normierten 
inversen Verteilungsfunktion als Flächenstücke gedeutet werden können. Hierdurch 
lassen sich leicht Zusammenhänge zwischen Lorenzkurve bzw. Gini—Koeffizient und 
diesen Kurvenzügen herleiten. In der Literatur finden die Kurvenzüge wiederum 
Anwendung in ganz unterschiedlichen Bereichen, wie z. B. die Beiträge von 
CHANDRA/SINGPURWALLA (1981), DAGUM (1990), HEY/LAMBERT (1980), 
KAKWANI (1984), RIESE (1987) und YITZHAKI (1979) zeigen. 


Kapitel 7 befaßt sich mit kumulierten Lorenzkurven, aus denen bekannte erweiterte 
Gini-Koeffizienten abgeleitet werden können, die Spezialfälle einer von PIESCH (1975) 
und MEHRAN (1976) vorgeschlagenen Klasse von Disparitätsmaßen sind. Für diese 
Indizes wird in einem Abschnitt eine flächenmäßige Darstellungsform hergeleitet. 
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Mit Hilfe der in Kapitel 8 vorgestellten Korrelations—Lorenzkurven kann die Korrela- 
tion zweier funktional miteinander verbundener Merkmale gemessen werden. Die Ziel- 
setzung Disparitätsmessung steht damit nicht mehr im Vordergrund. 

Die Anwendungsmöglichkeiten dieser Funktionen sind sehr vielfältig, was neben 
KAKWANI insbesondere YITZHAKI in einer Vielzahl von Artikeln belegt. 


Kapitel 9 widmet sich dem Themengebiet der partiellen Ordnungsrelationen im Zusam- 
menhang mit der Lorenz-Dominanzordnung, womit sich z. B. auch ARNOLD (1987) 
und ALZAID (1990) befassen. Hinzuweisen ist in diesem Zusammenhang auf die aus- 
führliche Aufarbeitung des Konzepts der Majorization von MARSHALL/ OLKIN - 
(1979). Der Abschnitt stellt in gewisser Weise eine Abrundung der Arbeit dar, weil die 
in den einzelnen Kapiteln vorher vorgestellten, bisher unverbundenen Maßgrößen zum 
Teil in Beziehung zueinander gesetzt werden. 

In den Kapiteln 3 bis 8 werden die Instrumente als solche und deren Eigenschaften 
beschrieben. Partielle Ordnungsrelationen werden dabei zwar definiert, aber erst 
Kapitel 9 befaßt sich gesondert und ausführlich mit den Zusammenhängen zwischen 
diesen Ordnungsrelationen. Insbesondere auf die Bezüge zur Lorenz-Dominanzordnung 
wird immer wieder hingewiesen. Diese werden unter verschiedenen Aspekten gruppiert 
und beleuchtet, was zur Folge hat, daß die einzelnen Abschnitte in Kapitel 9 sehr 
verflochten sind. 


Schließlich ist noch auf ein Problem formaler Natur hinzuweisen: Im Allgemeinen 
lassen sich für jeden Indikator jeweils eine sinnvolle diskrete und stetige 
Darstellungsform finden. Aus Gründen der Zweckmäßigkeit und der Übersichtlichkeit 
wird überwiegend nur auf die stetige Darstellungsform zurückgegriffen, eine 
Übertragung in die diskrete Schreibweise ist in der Regel möglich. 
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2. Grundlagen der Disparitätsmessung 
2.1 Grundbegriffe und allgemeine einführende Überlegungen 


Grundlage aller Überlegungen ist die Betrachtung eines nichtnegativen, extensiven 
Merkmales x im Bereich [a,b] mit der Verteilungsfunktion .F(x) für die F(a) = 0 und 
F(b) = 1 gilt. 

Für stetige Merkmale wird die ne mit f(x) bezeichnet, "ia arithmetische 


Mittel berechnet sich über 4 = f xf(x)dx und die Varianz über = f (x - 1) {(x)dx. 
a a 
Die erste Momentdichte ist dann I(x) = se) die erste Momentverteilung folglich 


L(x) = Jf \(u)du. 
a 


Für ein diskretes Merkmal ergibt sich entsprechend für eine Verteilung mit n Merk- 
malsträgern, beschrieben durch den Vektor der Beobachtungswerte x = {X Xg X a 


als Bezeichnung: 
n 
-X=% x, = ny ist die Merkmalssumme der Verteilung, 
j= 
= Fi = L i = 1,2,3...n sind kumulierte relative Häufigkeiten, 
X 


= l. = T sind relative Merkmalssummen und 


i 
= L. = Br ; lk < lk +1 sind kumulierte relative Merkmalssummen. 


n 
Die Varianz schreibt sich in dem Fall als 0° = Ly (x; = u). 
i 


Der Laufindex i wird in der Regel dann verwendet, wenn eine Ordnung 


x SX; i = 1..n-1 vorliegt, der Index j entsprechend, wenn x. > x., ,, j= 1..n-1 gilt. 


a) J7 Je» 


Die Entwicklung und Überprüfung eines Instrumentariums zur Disparitätsmessung 
setzt Werturteile (Kriterien) voraus, anhand derer die Maße (Kurvenzug oder Kenn- 
ziffer) hinsichtlich ihrer Eignung geprüft werden können. In der Literatur finden sich 
unterschiedliche Möglichkeiten, diese Werturteile als Beurteilungsmaßstäbe zu kon- 
kretisieren: 
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1. Wohlfahrtsfunktionen (Bewertungsfunktionen). 

Es wird geprüft, ob Ungleichheitsmaße mit bestimmten Funktionen kompatibel 
sind, d.h. ob sie Situationen gemäß diesen vorher gegebenen Wohlfahrtsfunktionen 
ordnen. Diese Betrachtungsweise soll in dieser Arbeit nur am Rande 
gestreift werden.! 

2. Eigenschaften bzw. Forderungen, die an Disparitätsindikatoren gestellt werden. 
Differenziert man die Zielsetzung "Disparitàtsmessung" weiter, können 
gegebenenfalls nur bestimmte Forderungen bei einzelnen Fragestellungen eine Rolle 
spielen. In den Forderungen dokumentieren sich in der Regel 
Vorstellungen, wie ein Indikator beim Situationsvergleich zu reagieren hat. 

3. Partielle Ordnungsrelationen:? 

Beim Vergleich zweier Verteilungen anhand von Kurvenzügen wird festgelegt, 
wann eine Verteilung die andere hinsichtlich des vorgegebenen Kriteriums (z.B. 
Ungleichheit) dominiert. Man formuliert für die Variablen X und Y : "X dominiert 


Y schwach gemäß dem Kriterium i: X < Y." In diese Definition partieller 
1 


Ordnungsrelationen gehen damit implizit Wertungen ein, wann eine Situation einer 
anderen vorzuziehen ist. D.h. die Begründungen von Ordnungsrelationen führen oft 
genau auf den gleichen Situationsvergleich wie in 2.? Ein Vergleich von 
Verteilungen anhand von partiellen Ordnungsrelationen wird insbesondere dadurch 
erschwert, daß diese Relationen in der Regel nicht alle Situationen ordnen können, 
d.h. sie sind im Gegensatz zu Kennziffern-Vergleichen (die lediglich ein 
bestimmtes Skalenniveau voraussetzen) unvollständig. Die Einhaltung einer 
Eigenschaft erfordert also in diesem Zusammenhang, daß erstens überhaupt eine 
Rangfolge gebildet werden kann und zweitens, daß diese Rangfolge dem Werturteil 
entspricht. 


1 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1985), S. 2.2.1. 


2 Vgl. FIELDS, G. S. / FEI, J. H. S. (1978): Unterscheidung in einen ordinalen und einen 
kardinalen Ansatz. 


3 Vgl. z.B. ATKINSON, A. B. (1970). 
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Von partiellen Ordnungsrelationen wird folgendes gefordert: ® 
1. Reflexivitàt, d. h. es gilt X < X, 
1 


2. Transitivitàt, d. h. X < Y und Y < Z impliziert X < Z, 
i i i 


3. Antisymmetrie, d.h. X < Y und Y < X impliziert X ~ Y, 
i i 


wobei X ~ Y besagt, daß X und Y sich maximal über einen Skalierungsfaktor unter- 
scheiden. 
Im Rahmen dieser Arbeit werden insbesondere Kriterien der Form 2 und 3 verwendet. 


2.2 Von Disparitätsmaßen geforderte Eigenschaften 


Die Entwicklung eines Instrumentariums zur Messung von Disparität setzt Kriterien 
(Werturteile) voraus, anhand derer Maße (Kennziffern oder Funktionen) hinsichtlich 
ihrer Eignung beurteilt werden können. Eine Möglichkeit der Formulierung solcher 
Kriterien besteht in der Forderung von Eigenschaften: 

Eine Vielzahl von Autoren® hat sich mit dieser Fragestellung beschäftigt. Im Zusam- 
menhang mit der Disparitätsmessung hat sich dabei ein Forderungskatalog heraus- 
kristallisiert, der weder vollständig gefordert werden muß noch in sich zwangsläufig 
widerspruchsfrei ist. Ob mehrere Forderungen gleichzeitig von einem Maß als wün- 
schenswerte Zielvorstellung erfüllt werden sollen, hängt letzlich auch von der konkreten 
Fragestellung und den Wertvorstellungen des Beurteilers ab. 

Die meisten Eigenschaften beziehen sich auf einen Situationenvergleich, d.h. sie formu- 
lieren, ob die Veränderung einer Verteilung als eine Erhöhung oder Erniedrigung der 
Disparität gewertet werden soll. Dies ermöglicht es, den Forderungskatalog nicht nur 
auf Kennziffern, sondern auch auf das Verhalten von Kurvenzügen (als Ungleichheits- 
indikatoren) anzuwenden. Damit ist ein ordinaler Vergleich von geeigneten Kurven- 
zügen möglich, wobei die Eigenschaften eine Dominanzrelation bestimmter Vertei- 
lungen — dargestellt durch bestimmte Kurvenzüge — fordern. 


4 Vgl. MARSHALL, A. W. / OLKIN, I. (1979), S. 13, KOCHAR, S. C. / WIENS, D. P. (1987), 
S. 826, OJA, H. (1985), S. 490. 

5 Vgl. BRUCKMANN, G. (1969), HALL, M. / TIDEMAN, N. (1967), JOHNK, M. D. (1970), 
PIESCH, W. (1980), WAGENHALS, G. (1981), SCHAICH, E. / WISNIEWSKI, M. (1990), 
SCHMID, F. (1991). 
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Man kann die Eigenschaften von Disparitätsmaßen hinsichtlich verschiedener Frage- 

stellungen systematisieren: 

— Wann soll der Indikator als Ausdruck für ein gleichbleibendes Disparitätsausmaß 
konstant bleiben ? 

— Wie verhält er sich bei Variation eines/mehrerer Beobachtungswerte x; bei 


konstanter/variabler Anzahl an Merkmalstrigern n bzw. bei Konstanz/Anderung 
der Merkmalssumme X .® 


Folgender Katalog an Eigenschaften soll hier berücksichtigt werden: 


1. NORMIERUNG (Referenzverteilung) und NICHTNEGATIVITÄT: 

Der Normierungsaspekt greift einen Vergleich mit Referenzverteilungen auf. 
"Die Disparität ist im Fall einer extremen Gleichverteilung am kleinsten und im Fall 
einer extremen Ungleichverteilung am größten." 

Ein Disparitätsindex soll bei einer extremen Gleichverteilung oder Einpunktverteilung 


(extremen Ungleichverteilung) den Wert Null (1-1 n, 1) annehmen. Fin Kurvenzug 


sollte dementsprechend in diesen Fällen jeweils einen Grenzverlauf markieren. 


2. TRANSFEREFFEKT (Pigou-Dalton-Transferprinzip, Verschiebungsprobe): 
"Der Transfer eines Betrags (ohne Veränderung der Reihenfolge von Merkmals- 
einheiten) von einem größeren an einen kleineren Merkmalsträger soll zur Senkung 
der Disparität führen." 
Bei einem Index sollte dies zu einer Abnahme seines Wertes führen. Streng schur- 
konvexe Indizes erfüllen dieses Postulat.” Bei Kurvenzügen sollte sich dies in einer 
Dominanz der neuen Verteilung y: an) gegenüber der Ausgangsverteilung 


x: (X Xg X, ) hinsichtlich eines bestimmten Kriteriums äußern. 8 
X 


Forderungen bezüglich des Ausmaßes dieser Änderung der Verteilung werden in soge- 
nannten Transfersensitivitätsaxiomen konkretisiert. 


8 Vgl. SCHAICH, E. / WISNIEWSKI, M. (1990), S. 460. 
7 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 99 und 103. 


8 Bei Kurvenzügen kann diese echte Abnahme bedeuten, daß sich der Verlauf der Kurve nur in einem 
Teilbereich ändert. 
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3. VERHALTEN BEI LINEARTRANSFORMATION: 
Zwei Fälle sind zu unterscheiden: 
"Die proportionale Änderung eines jeden Beobachtungswertes (y; = bx, b > 0) 


soll als keine Änderung der Disparität gewertet werden." 
Damit sollte ein Index seinen Wert und ein Kurvenzug seinen Verlauf in diesem Fall 
nicht ändern (Konzept der relativen Ungleichheit,Mittelwertsunabhängigkeit). 
"Die Erhöhung (Erniedrigung) jeden Merkmalswertes um einen konstanten 


Betrag (y; = x; + a > 0) soll als Disparitätsabnahme (—zunahme) gewertet 


werden." 
Für einen Indexwert erwartet man entsprechend eine Abnahme (Zunahme) oder zu- 
mindest keine Zunahme (keine Abnahme) seines Wertes. Der Verlauf eines geeigneten 
Kurvenzuges soll diese Dominanzbeziehung bestätigen. 10 


Beim Vergleich zweier Situationen, die sich hinsichtlich der Anzahl der betrachteten 
Merkmalseinheiten unterscheiden (und damit das Aggregationsproblem aufgreifen), 
gibt es zwei wesentliche Forderungen: 
4.POPULATIONSVERVIELFACHUNG: 
"Bei der Aggregation von k identischen Verteilungen x zu y soll die Disparität 
konstant bleiben." 
Ein Disparitätsindex soll seinen Wert nicht ändern, der Verlauf einer entsprechenden 
Kurve soll konstant bleiben. 


5. NULLENERGÄNZUNG: 
"Das Hinzufügen von Nullträgern (d.h. Vergleich von x mit y: (0,0,0,...,x,---:Xn)) 


soll als Zunahme der Disparitàt gewertet werden." 
Damit soll der Indexwert zunehmen, ein Kurvenzug sich entsprechend veràndern. 


9 Diese Forderung ist nicht unumstritten. Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 105f. 


10Das Verhalten bei einer Lineartransformation kann auch vor dem Hintergrund eines Vergleichs von 
Verteilungen mit unterschiedlichem Mittelwert interpretiert werden. Der Versuch unterschiedliche 
Niveaus zweier Verteilungen auszuklammern, um nicht auch Effizienz— sondern nur Verteilungs— 
aspekten Beachtung zu schenken, erfordert eine Normierung der Verteilungen auf ein "einheitliches 
Niveau". Diese kann bei intervallskalierbaren Merkmalen durch Multiplikation mit einem konstan— 
tem Faktor, durch Addition eines fixen Betrages oder durch Mischung dieser Aspekte ("intermedi— 
äres Konzept", vgl. BOSSERT, W. / PFINGSTEN, A. (1990)) erreicht werden. Bei verhältnisska— 
liertem Merkmal ist jedoch nur eine Transformation y = bx zulässig. 
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Darüber hinaus wird gefordert: 

6.SYMMETRIE: 
"Das Ausmaß an Ungleichheit ist unabhängig davon, welcher Merkmalsträger einen 
bestimmten Merkmalsbetrag aufweist, d.h. es gibt kein zusätzliches 
Ordnungskriterium neben der Höhe der Merkmalsausprägungen." 

Dieses Kriterium ist bei der Größe nach geordneten Vektoren x stets erfüllt. 


7. STETIGKEIT: 
"Kleine Änderungen der Verteilung sollen nicht zu sprunghaften Veränderungen 
des Indikators führen." 


ZENGA!! formuliert Forderungen speziell bezogen auf Kurvenzüge. Er spricht hierbei 
von Punktkonzentrationsmaßen C(p): 

Ähnlich dem Normierungsaxiom fordert er, daß geeignete Kurvenzüge Werte im Be- 
reich zwischen 0 und 1 annehmen sollen, wobei im Fall einer extremen Gleichverteilung 
(extremen Ungleichverteilung) C(p) gegen Null (Eins) tendieren soll. Daneben darf 
aber der Kurvenzug kein spezielles Steigungs— und Krümmungsverhalten aufweisen. !2 
Anstelle konkreter Situationenvergleiche zieht er für die Formulierung weiterer 
Forderungen das Verhältnis der Werte der inversen Verteilungsfunktion zweier 
Verteilungen heran: 

1. Ist beim Vergleich von zwei Verteilungen das Verhältnis der beiden inversen Ver- 
teilungsfunktionen x(F) und y(F)!? konstant in jedem F, sollten die betrachteten Kur- 
venzüge C(p) als Disparitätsindikatoren aufeinanderfallen. 

2. Ist das Verhältnis (Ry zweier Verteilungen nichtfallend und für einige F streng stei- 


gend!4, dann sollte Cy(p) < Cy(p) gelten (mit echter Größerrelation für einige p ). 
Bei Verschiebung einer Verteilung nach rechts (y = a + x, a > 0) gilt bspw. da 
nichtfallend. 15 


il Vgl. ZENGA, M. (1990), S. 108. 

12 Vgl. ZENGA, M. (1990), S. 108; "must not have forced behaviour". 
13 Vgl. Kap. 3.1. 

14 Vgl. "Starshaped"— Definition, Kap. 3.1. 

15 Vgl. Kap. 9.4.2. 


Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0 
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM 
via free access 


11 


Gerade in neueren Beiträgen wird das für die Disparitätsmessung entwickelte Instru- 
mentarium direkt oder als Ausgangspunkt für die Entwicklung von verallgemeinernden 
bzw. alternativen Indikatoren verwendet. Diese finden wiederum Anwendung bei weite- 
ren Fragestellungen, wie z.B. der Messung der Asymmetrie oder Wölbung einer Ver- 
teilung, der Korrelation von Merkmalen oder der Analyse von Lebensdauervertei- 
lungen. 

Die Überprüfung, ob das (neue) Instrumentarium seiner (neuen) Zielsetzung gerecht 
wird, soll soweit hier möglich in den einzelnen Kapiteln vorgenommen werden. 
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3. Normierte inverse Verteilungsfunktion, Lorenzkurve und verallgemeinerte 
Lorenzkurve 


In diesem Kapitel soll das "Basisinstrument" Lorenzkurve kurz vorgestellt werden. Da 
die der Lorenzkurve vorgelagerte "Steigungskurve" — die normierte inverse Verteilungs- 
funktion — auch für die Disparitätsmessung eine eigenständige Bedeutung erlangt hat, 
erscheint ein gesondertes Kapitel auch für diesen Kurvenzug gerechtfertigt. Ebenso soll 
in diesem Abschnitt eine erste Abwandlung der Lorenzkurve vorgestellt werden, die in 
der Literatur Bedeutung erlangt hat, wenn auch nicht auf dem Gebiet der Disparitäts- 
messung. 


3.1 Die normierte inverse Verteilungsfunktion 


Die normierte inverse Verteilungsfunktion 7 ergibt sich durch Invertierung der 


Verteilungsfunktion F(x) und Normierung mit dem Faktor È 


Die inverse Verteilungsfunktion x(F) ist definiert als Umkehrfunktion von F(x): 
(3.1) x(F) = inf{x| F(x) > F} fir0<F< 1! 


Fiir F = 1 ist x(1) = b. Fiir die Stelle F = 0 gibt es zwei in der Literatur verwandte 
Definitionen: x(0) = 0 oder x(0) = a; hier soll mit letzterer gearbeitet werden, wenn 
nichts anderes angegeben wird. 

Ist x ein diskretes Merkmal, stellt sich x(F) als eine linksseitig stetige Treppenfunktion 
dar. Ist x ein stetiges Merkmal mit einer streng monoton steigenden Verteilungs- 
funktion, dann ist x(F) ebenfalls eine streng monoton steigende Funktion. 

Die Fläche unter der inversen Verteilungsfunktion entspricht dem arithmetischen 
Mittel der Verteilung p. 

Betrachtet man die normierte inverse Verteilungsfunktion a so kann diese folglich 


als Umkehrfunktion einer Verteilungsfunktion des Merkmals X= 7 mit F - (x) inter- 
X X 


pretiert werden. 


1 Vgl. GASTWIRTH, J. L. (1971), S. 1037 und PIESCH, W. (1975), S. 16. 
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Die inversen Verteilungsfunktionen zweier Verteilungen (Merkmal x mit Fy(x) und 
Merkmal y mit F,,(x)) können in einer bestimmten Lage zueinander liegen: 
Ist x(F) > y(F) für alle F, gilt Hy > by. Diese Dominanz-Relation ist bekannt als 


First order Dominanz.? Normierte inverse Verteilungsfunktionen weisen nie eine der- 
artige Dominanzrelation auf, da die Fläche unter den Kurven auf Eins normiert ist, 
sich diese folglich mindestens einmal schneiden müssen. 

Fine sehr wichtige Dominanzrelation zweier Verteilungen anhand ihrer (normierten) 
inversen Verteilungsfunktionen, wird jedoch über die sogenannte "Starshaped" - 
Beziehung eingeführt?: 

Definition 3.1: "Eine Variable X ist starshaped in Bezug auf Y (X - Y), wenn = 


nichtfallend in 0 < F < 1 ist mit y’(x) > 0. "4 


ZENGA definiert die Relation "LR nichtfallend in 0 < F < 1" als Maßgröße für eine 


größere "relative global inequality" der Verteilung von Y gegenüber X, woraus sich 
seine Forderungen an ein Punktkonzentrationsmaß erklären. 5 
Als erste äquivalente Darstellung dazu läßt sich herleiten: 


_ x»(F)-F,y(F)-F_ : 
(89) mpo Ep VEN ürocrcı 


Diese äquivalente Definition legt nahe zu prüfen, ob denn die Elastizität Ng F ein ge- 


eigneter Indikator für die Messung von Disparität sein könnte, beurteilt nach den in 
Kapitel 2 gestellten Anforderungen: 

Im Fall einer extremen Gleichverteilung ist x’(F) = 0 für 0 < F < 1 und damit 
entsprechend auch die Flastizität über den gesamten Bereich. Für andere Verteilungen 
sind die Werte nichtnegativ. Proportionale Änderungen und Populationsvervielfachung 
lassen Mx F konstant, bei einer Verschiebung der Verteilung nach rechts, erniedrigt sich 


die Elastizität über den gesamten Bereich von F. Nullenergänzung führt im Bereich 


2 Vgl Kap. 9.2.1. 
3 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 213 und ARNOLD, B. C. (1987), S. 33. 


4 Es gibt ein Vielzahl von Varianten der Starshaped—Definition: Vgl. z. B. BARLOW, R. E. / 
PROSCHAN, F. (1981), KLEFSJO, B. (1984), MARSHALL, A. W. / OLKIN, I. (1981), 
ARNOLD, B. C. (1987) und WILFLING, B. (1993). 


5 Vgl. Kap. 2. 
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a <x <b zu einer Erhöhung von NF Das wichtige Transferaxiom ist jedoch nicht 


erfüllt, da sich die inversen Verteilungsfunktionen mehr als einmal berühren. 


Drückt man Y als Funktion von X aus — y = g(x) mit g(x) > 0 für alle x und g(x) 
nichtfallend in [0,®) — entspricht X < Y der Aussage g(x)/x nichtfallend in (0,0).6 


Weitere Dominanzrelationen, die auf der Basis der inversen Verteilungsfunktion defi- 
niert wurden, gibt es im Zusammenhang mit Streuungstiberlegungen.’ 


3.2 Die Lorenzkurve 
3.2.1 Interpretationsmöglichkeiten der Lorenzkurve aus formaler Sicht 


Die von M. O. LORENZ 19058 eingeführte Lorenzkurve ist eine vielfältig verwandte 
Darstellungsform einer Verteilung, die insbesondere für die Disparitätsmessung große 
Bedeutung besitzt:9 

In einem Koordinatensystem werden an Abszisse und Ordinate das unvollständige 
nullte und erste Moment F(x) und L(x) eines nichtnegativen, extensiven Merkmals 
gegeneinander abgetragen.! In diesem Sinne ist die Lorenzkurve damit eine "Ver- 
gleichskurve", die den "Abstand" zwischen F(x) und L(x) auf diese Art und Weise 
darzustellen sucht. F(x) und L(x) fallen nur dann aufeinander, wenn eine extreme 
Gleichverteilung vorliegt. 

Ein Lorenzkurvenwert L(F) gibt den Anteil an, den die 100F% kleinsten Merkmals- 
träger zum arithmetischen Mittel » (bzw. im diskreten Fall äquivalent zur Merkmals- 
summe) beitragen. Der Kurvenzug beginnt im Punkt (0,0) und endet im Punkt (1,1); 
er ist steigend und konvex. Werte der Lorenzkurve entsprechen Flächenstücken unter 


6 Vgl. ARNOLD, B. C. (1987), S. 78. Es ist dann g(x) = FY F (0), wenn Fy und Fy streng 
monoton steigend sind. Vgl. OJA, H. (1985). 

7 Vgl. Kap. 9.5. 

8 Vgl. LORENZ, M. O. (1905). 

9 Vgl. PIESCH, W. (1971, 1975). 

10 Vgl. PIESCH, W. (1971), S. 210 und BUTLER, R. J. / MCDONALD, J. B. (1989), S. 110f. 
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der normierten inversen Verteilungsfunktion: 


x, (2) 
(3.3)  L(F) -fa bzw. L, (F;) = EO si 


SCHAUBILD 1: Die Lorenzkurve 


L(F) 
1 


Im diskreten Fall stellt die Lorenzkurve einen stiickweise linearen Polygonzug dar. 
Bei einer stetigen Verteilung entspricht der Tangentenanstieg in F Werten der normier- 


ten inversen Verteilungsfunktion. Im Durchschnitt sind diese Anstiege 1, ihre Varianz 
2 g? L(F M„(F) 
entspricht V^ = Ri Der Sekantenanstieg aus (0,0) durch F entspricht ur ae 


M, (F) 
jener aus (1,1) durch F entsprechend LLUD - Ze , wobei M (F) [bzw. M_(F)] das 


arithmetische Mittel einer von oben | bzw. unten] an der Stelle F abgeschnittenen Ver- 
teilung darstellt. 

Eine Herleitung der Lorenzkurve kann über das sogenannte Graduationsschema erfol- 
gen: Eine Invertierung der Verteilungsfunktion führt zur inversen Verteilungsfunktion. 
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Die anschließende Normierung der inversen Verteilungsfunktion mit m und die Integra- 


tion der Flächenstücke unter dieser Funktion führen zur Lorenzkurve.!1 


Da die normierte inverse Verteilungsfunktion Eigenschaften einer Dichte aufweist, kann 
dementsprechend die Lorenzkurve aus formaltheoretischer Sicht als Verteilungsfunktion 
des Merkmals F interpretiert werden. Für einige Überlegungsansätze ist diese Interpre- 
tation von Bedeutung. 


Daneben kann die Lorenzkurve auch als Gegenüberstellung kumulierter Anteile zweier 
Merkmale yi und x; verstanden werden, wie ein allgemeine diskrete Darstellung in 


Form von Quoten zeigt:!2 
Definiert wird ein Merkmal in Form einer Beziehungszahl als Verhältnis zweier anderer 


y: E 
Merkmale. Die Merkmalsausprägung q; = = i = 1...m ( z.B. w Einkommen 
i 


2 è ; 
km“ Fläche _ ,, Anzahl Ärzte DM Steuer 
Anzahl Einwohner ’ Anzahl Einwohner’ DM Einkommen) tritt mit der relativen 


m 
X. an i 
7 . _ 1 . 4 . _ = 1= A 
Häufigkeit h; = x auf. Mittelwert der Verteilung ist q =: ha =“ . Wie 
= L x, 
«ci 
i=l 


eine Ubertragung des Graduationsschemas zeigt, stellt die Lorenzkurve dann eine 
k k 


L x. L y. 
4 1 . a | 
Gegenüberstellung der kumulierten Anteile zi und a=! dar, wobei im ersten 
D x. L y. 
i=1 ' i=1 ' 


Schritt nach der Größe der Merkmalsausprägungen q; kumuliert wurde. 


Da Zähler und Nenner theoretisch vertauscht werden können, ergibt sich folglich ein 
zweiter Weg zur Lorenzkurve. In herkömmlicher stetiger Schreibweise ist dann der 
Ausgangspunkt die erste Momentverteilung in Abhängigkeit von y = l : 1(y) = (x) = 


1 Vgl. PIESCH, W. (1975), Übersicht 27. 
12 Vgl. PIESCH,W (1975), S. 73f und S. 111f. Vgl. dazu auch Anwendungskapitel 8.3.6. 
13 vgl. COLE, J. E. (1981), S. 440. 
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kumuliert wird jedoch im Gegensatz zum ersten Graduationsschema im ersten Kumula- 
tionsschritt von oben, im zweiten von unten. Im Ergebnis gelangt man dann zu einer 


Darstellung Fy (Ly). 


3.2.2 Die Lorenzkurve als Disparitatsindikator 


Es soll nun geprüft werden, inwiefern die Lorenzkurve die in Kapitel 2 gestellten For- 
derungen an einen Disparitätsindikator erfüllt. Mit "x" wird die Ausgangssituation, 


mit"y" die neue Situation gekennzeichnet. 


Im Fall einer extremen Gleichverteilung gibt L(F) = F einen oberen Grenzverlauf der 
Lorenzkurve wieder; nach unten wird der Kurvenverlauf jeder Lorenzkurve durch den 
Kurvenzug der Lorenzkurve bei extremer Ungleichverteilung abgegrenzt. 

ZENGA definiert in diesem Zusammenhang für eine nichtnegative Variable X mit 
Dichte f(x,0) — 0 ist Parameter — die Tendenz zu 


1. "Nulldisparität", wenn gilt für 0+ 0, : lim L fF) = F, die Tendenz zu 
6 6 
1 


2. "Maximaler Disparitàt", wenn gilt für 0> ø: lim LF) ={9 {0 ST <1 
040, = 


Ein (ordnungserhaltender) Transfer von einem großen an einen kleinen Merkmalsträger 
verändert L(x) und F(x) und führt zu einer Majorisation der neuen Verteilung von Y 
gegenüber der alten. D.h. für jedes F ist Ly(F) > Ly(F) und für einige F 


Ly(F) > Ly(F).!5 


Bei proportionaler Änderung (Y = bX, b > 0) gilt : Ly(y,) = Ly (x,) und 
Fy(y a) = Fy (x,). Damit bleibt die Lorenzkurve konstant. Bei Addition von a > 0 
(Y = a + X) Einheiten verschiebt sich F(x), d.h. Fy(y,) = Fy(x,). Die normierten 


inversen Verteilungsfunktionen schneiden sich genau einmal im Punkt (FD), wobei für 


14 Vgl. ZENGA, M (1990), S. 95. 


y 
15 Vgl. ARNOLD, B. C. (1987), S. 7; Majorisation von Y gegeniiber X: Zn > 
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x(F ) y(F ) 
F=F gilt — = 1 = Im Bereich [0,F ] gilt ~-=*% +2 > X | danach 
p Hx Hy Boe Be Ke N 


kehrt sich die Größenbeziehung um. Da die Fläche unter beiden normierten inversen 
Verteilungsfunktionen gleich ist, folgert daraus, daß die neue Lorenzkurve Ly(Fy) über 


der alten liegt. 


Allgemein gilt folgender Zusammenhang zwischen neuer und alter Lorenzkurve bei 
aF + buyLy 


. , = +i _ 
einer Lineartransformation Y = a+bX, b > 016: Ly(F) = a 


Bei Durchführung der Proportionalitätsprobe bleiben L5(x) und F(x) konstant, da 


a. = a. Damit ergeben sich identische Lorenzkurven. 


Die Nullenergänzung führt zu F(x) > Fy(x), die erste Momentverteilung bleibt 
jedoch gleich. Damit ist Ly(F) > Ly(F) für 0 < F < 1. 


Vergleicht man zwei Verteilungen hinsichtlich ihrer Disparitàt anhand ihrer Lorenz- 

kurven, kann man das Konzept der Lorenz—Dominanzordnung heranziehen:!7 

Definition 3.2: Die Verteilung von Merkmal X weist nicht mehr Ungleichheit auf 
als die Verteilung von Merkmal Y (X $ Y), wenn Ly(F) > L4 (F) 


für alle 0 < F < 1. 
D.h. die Lorenzkurve von X liegt auf oder über der von Y. 
Diese Ordnungsrelation ist partiell. Verteilungen mit sich schneidenden Lorenzkurven 
können gemäß diesem Kriterium nicht geordnet werden. 
Ihre Bedeutung liegt u.a. darin begründet, daß, wie ATKINSON (1970) zeigt, für 
Verteilungen mit gleichem Mittelwert Bezüge zu sozialen Wohlfahrtsfunktionen be- 
stimmter Bauweise hergestellt werden können. !8 
Das Konzept der Majorisation ist eng verwandt mit der Lorenz-Dominanzordnung, 
setzt jedoch bei einem Vergleich zweier Verteilungen die gleiche (endliche) Anzahl an 
Merkmalsträgern und die gleiche Merkmalssumme voraus.19 


18 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 68. 
17 Vgl. z.B. ALZAID, A. A. (1990), S. 213 und ARNOLD, B. C. (1987), S. 33 und (1990), S. 253. 
18 Vgl. ATKINSON, A. B. (1970). Vgl. auch Kap. 3.3 und Kap. 9.2.1. 


19 Vgl. HARDY, G. H. / LITTLEWOOD, J. E. / POLYA, G. (1929), MARSHALL, A. W. / 
OLKIN, I. (1981) sowie ARNOLD, B. C. (1987). 
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Ein erstes einfaches aus der Lorenzkurve ableitbares Disparitätsmaß ist der von RICCI 
1916 bzw. SCHUTZ 1951 vorgeschlagene Schutzkoeffizient S.2° Er ist definiert als 
"längste Lorenzkurvensehne": 


(34) S=|F-L(F)| — max 
=F -L(F ). 
up 


Die längste Sehne befindet sich an der Stelle F d.h. S trennt die unterdurchschnittlich 


großen Merkmalsträger von den überdurchschnittlich großen. 

Eine flächenmäßige Darstellung?! ergibt sich demzufolge im Schaubild der Ableitungen 
von F und L(F) , d.h. im Schaubild der normierten inversen Verteilungsfunktion. Dies 
führt auf eine PRE an über die durchschnittlichen Abweichung von 4 


(3.5) 6, = f lx - aliix)dx : 
a 


F 
L 
(3.6) Se f (FaF f (<F)- 2 Jar 
0 E, 
l 5 
=3f | 42-1) ar = 54 
0 


Damit läßt sich sein Wert auch interpretieren als der Anteil an der Merkmalssumme, 
der umverteilt werden müßte, um von einer gegebenen Verteilung zu einer extremen 
Gleichverteilung zu gelangen. 


3.2.3 Anwendungsbeispiele der Lorenzkurve 


Das allgemeine Konstruktionsprinzip der Lorenzkurve führt zu einer Vielzahl von 
Anwendungsbeispielen in der Literatur, so u.a. bei Veröffentlichungen der amtlichen 
Statistik wie folgende Auflistung zeigt: 


20 Vgl. zur Einhaltung von Eigenschaften WAGENHALS, G. (1981), S. 123ff. 


21 Eine weitere flächenmäßige Darstellung findet sich im Schaubild der Dichten f(x) und I(x) = =bg, 
H b 
g= f (E(x) - Ix))dx = f (I(x) - f(x)}dx . 


a 
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Für ökonomische Fragestellungen wird bspw. die Ungleichverteilung des Bruttolohns 
sowie der Lohnsteuer auf Steuerpflichtige22 dargestellt, die Verteilung des Wertpapier- 
vermögens auf Haushalte23, die Zahl der Beschäftigten und das Investionsvolumen auf 
Betriebe24 oder das Gesamtvermögen auf Steuerpflichtige?5. Für die Herausarbeitung 
regionaler Unterschiede werden Lorenzkurven der Verteilung des Bruttoinlandspro- 
dukts26, der Fläche??, der Wohnbevélkerung?8, der Ubernachtungen29 oder der Auslände 
auf Kreise herangezogen. Fragestellungen, wie nach der der Verteilung von Betten auf 
Akutkrankenhäuser?! kann das Instrument Lorenzkurve ebenso dienen wie der 
Beurteilung der Verteilung von Zuchtsauen auf Betriebe3? oder der Konzentration der 
Abfallmenge auf Deponien33. Die zeitliche Entwicklung der Verteilung eines Merkmals 
spielt bei den Untersuchungen oft eine große Rolle und wird bspw. über einen Vergleich 
von Lorenzkurven für unterschiedliche Berichtszeitpunkte dargestellt. 


Weitere Beiträge binden die Lorenzkurve auf unterschiedlichste Art und Weise ein: 


1. SUPPES (1988) berechnet mit Hilfe der Lorenzkurve für zwei verschiedene gesell- 
schaftliche Modelle (Bürokratie mit geordneten Aufstiegsmöglichkeiten versus Kapi- 
talismus mit zufälligen Auf- und Abstiegsmöglichkeiten) den Wert des jeweiligen 
Gini—Koeffizienten für die Einkommensverteilung. 

BASMANN/HAYES/SLOTTJE (1991) leiten aus der Lorenzkurve eine sogenannte 
"Mobility function" ab, die die Aufstiegsmöglichkeiten innerhalb einer Einkommens- 
verteilung abbilden soll. 


22 Vgl. BAUMANN, R. (1971), S. 156. 

23 Vgl. EULER, M. (1991), S. 414. 

24 Vgl. SINN, H. (1978), S. 423 und STEIGER, H. H. (1980),S. 149. 
25 Vgl. WAGNER, E. (1988), S. 306. 


28 Vgl. MUNZENMAIER, W. (1985), S. 106, STEIGER, H. H. (1974), S. 65 sowie ULLRICH, A. 
(1983), S. 301. 


27 Vgl. MUNZENMAIER, W. (1985), 5.106 und ULLRICH, A. (1983), S. 301. 
28 Vgl. ULLRICH, A. (1983), S. 301. 

29 Vgl. SCHITTENHELM, G. (1973), S. 352. 

30 Vgl. WAGNER, E. (1980), S. 124. 

31 Vgl. PRISTL, K. (1988), S.45. 

32 Vgl. STADLER, R. (1982), S. 65. 

33 Vgl. EISELE, W. (1976), S. 299. 
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2. KAKWANI (1993) entwickelt mit Hilfe der Lorenzkurve einen Ansatz, mit dem er 
die Auswirkungen von Veränderungen des Durchschnittseinkommens bzw. der Ein- 
kommensdisparität auf das Ausmaß an Armut zu messen sucht. 


3. SCHMID (1994) greift die Interpretation der Lorenzkurve als "Abstandsmesser " 
zwischen zwei Verteilungen auf, um die "interdistributionelle Einkommensungleich- 
heit" zu messen. 34 


Als Maßgrößen werden die "interdistributionellen Lorenzkurven" L und L 
ey - 


definiert: 35 


Definition 3.3: "Für stetige Verteilungsfunktionen Fy und F, mit stetigen 


Quantilsfunktionen sei 
-1 
Ly p.; PE (0,1) — Fyx(Fy (p)) € [0,1] und 
X Y 
-1 
Lp p: P E (0,1) — Fy(Fy (p)) € [0,1] . 
Y” X 
D.h. für gleiche Quantilswerte werden Werte von Fy den entsprechenden Werten von 
Fx, gegenübergestellt.36 L ist im Einheitsquadrat spiegelbildlich zu L . 
Y Fy,F Fy,F 
X Y Y” X 
Im Spezialfall F, = Ly entspricht BE, Fy (Ly) und Sigg entspricht 


Ly(Fy). 
— Sind F und F,, identisch, gilt L (p)=L (p) = p. 
X Y Pky Mi 
— Aus Fy(x) < Fy(x) für x € R folgt In < p für 0 < p< 1 und 


Fy (x) > F(x) fiir x € R folgt Lp Fy?) >pfirO<p<1. 
— "Uberlappen" sich die Verteilungen nicht, gilt Lp F (p) = 1 oder Lp F (p) =0 
X Y X Y 


für0 < p< 1. 


34 In dem hier verwendeten Sinn liegt "Gleichheit" dann vor, wenn zwei Verteilungen identisch, aber 
nicht zwangsläufig einpunktverteilt sind. 


35 Vgl. BUTLER, R. J. / MCDONALD, J. B. (1987), S. 14 und SCHMID, F. (1994), S. 3. 


36 Vgl. BUTLER, R. J. / MCDONALD, J. B. (1987), S. 14f; neben diesen Funktionen werden auch 


Diagramme vorgeschlagen, bei denen für gleiches x Ly versus Ly Ly versus Fy und Fy Versus 


Ly gegeneinander abgetragen werden. 
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1 

Als Kennziffer schlägt SCHMID dann die Differenz f |L5_p (pP) - Lp, p_(P)ldp 
0 X Y Y” X 

vor, die bei Fy = Fy den minimalen Wert 0, bei sich nicht iberlappenden Ver- 


teilungen den maximalen Wert 1 annimmt, unabhängig davon, wie weit die Ver- 
teilungen auseinander liegen. 37 


3.3 Die verallgemeinerte Lorenzkurve von SHORROCKS 


SHORROCKS38 stellt 1983 die verallgemeinerte Lorenzkurve ("generalized lorenz- 
curve") GL(F) als Instrument zur Rangordnung von Verteilungen hinsichtlich ihrer 
Wohlfahrt vor, wobei annahmegemäß in der Gesellschaft eine Präferenz für 

— mehr reales Einkommen ("efficiency preference") und 

— mehr Gleichheit ("equity preference") 

bestehen soll. Vergleicht man zwei Verteilungen lediglich hinsichtlich ihres "Gleich- 
heitsgrades", kann eine Beurteilung anhand ihrer Lorenzkurven nur dann vorgenommen 
werden, wenn sich diese nicht schneiden.39 Über die GL(F) kommen beide Aspekte 


gleichzeitig zur Geltung: 


F 
(3.7) GLy(F) = pyLy(F)= f x(u)du. 
0 
GL,(F) ist eine steigende, konvexe Funktion mit GL.,(0) = 0 und GL,(1) = py. Die 


A 
Fläche zwischen der Diagonalen mit der Steigung yy und der GLx(F) entspricht = 


mit 


11 
(3.8) Ay = f f |x(F) - x(q)|dFdq als mittlerer Differenz. 
00 


Die Sekantenanstiege aus dem Punkt (0,0) bzw. dem Punkt (1,1) lassen sich hier direkt 
als MF) und M (F) interpretieren. 


37 Vgl. auch Kap. 4.7.3. 
38 Vgl. SHORROCKS, A. F. (1983). 
39 Vgl. SHORROCKS, A. F. (1983), S. 3f. 
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Zwischen der GL und der Verteilungsfunktion besteht also eine eineindeutige Be- 
ziehung, da eine Normierung mit m entfällt und damit im Gegensatz zur Lorenzkurve 


eine Mittelwertsabhängigkeit gegeben ist.*% Die Transfereigenschaft der Lorenzkurve 
überträgt sich , da zim Fall eines Transfers konstant bleibt. 

Daher ändert sich die GL im Gegensatz zur Lorenzkurve bei proportionalen Trans- 
formationen. Verschiebungen (d.h. Y = a + X ) führen zwar zu einer geänderten GL, 
die Fläche zwischen (neuer) Diagonaler und neuer GL bleibt aber gleich, da Ay = Ay. 


Bei der Aggregation von k identischen Verteilungen (Populationsvervielfachung) ändert 
sich x(F) nicht, damit auch GL(F) nicht. Splittet man dagegen eine Verteilung in k 
identische Verteilungen auf (Proportionalitätsprobe), so weisen die Ausgangsverteilung 
und die k entstehenden Verteilungen zwar die gleichen Lorenzkurven, aber nicht mehr 


die gleiche GL auf: GL a È GL Dies dokumentiert quasi den Niveauverlust. 


gesamt’ 

Eine Nullenergänzung führt zu einer Verschiebung der GL nach unten. 

Die Fläche unter GL(F) wird von WAGENHALS#! als Effizienzmaß interpretiert, 

welches sowohl die Höhe der Merkmalssumme als auch deren Verteilung berücksichtigt. 

Auch für diese Kurvenzüge läßt sich eine Dominanzrelation definieren: 

Definition 3.4: "X dominiert Y gemäß den verallgemeinerten Lorenzkurven 
IX: Y], wenn GLx(F) > GLy(F) für alle 0<KF<1 


gegeben ist." 
SHORROCKS führt an, daß diese Dominanzrelation äquivalent einer Ordnung aller 
nichtfallender, schurkonkaver Wohlfahrtsfunktionen SWx > SW. ist42. Zu dieser 
Klasse von Funktionen gehören z.B. die utilitaristischen Wohlfahrtsfunktionen der 


n 
Form SW, = © U(x,) mit steigenden und konkaven Nutzenfunktionen U(x;). 
i=1 


Aus obiger Relation folgt zudem by > by: 


Wie in Kapitel 9.2 gezeigt wird, ist obige Definition identisch mit einer Second order 
Dominanzrelation43, die in der Literatur breite Anwendung findet. 


40 Vgl. THISTLE, P. D. (1989a), S. 186. 

41 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 84. 

42 Vgl. SHORROCKS, A. F. (1983), S. 6. 

43 Vel. Kap. 9.2 sowie THISTLE, P. D. (1989b), S. 3. 
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4. Der Gini—Koeffizient und einige seiner Anwendungsbereiche 


Von GINI wurde 1914! die doppelte Konzentrationsfläche, d.h. die Fläche zwischen 
erster Winkelhalbierender und Lorenzkurve im Lorenzkurvenschaubild zur Messung der 
Disparität vorgeschlagen: 

1 


(4.1) R = 2 f [F - L(F)]dF. 
0 


Die Differenzfunktion ®(F) = F - L(F) ist nichtnegativ und nimmt ihr Maximum an 
der Stelle F = r an. 


Der Gini—Koeffizient R ist wohl das bekannteste Disparitätsmaß. Das auch deshalb, 
weil sich eine Vielzahl von alternativen Darstellungsformen — und damit Interpreta- 
tionsmöglichkeiten — dieses Maßes ableiten lassen. 


So gibt bspw. BLACKBURN? eine anschauliche Interpretation für die Veränderung 
des Wertes von R, wobei man sich die Veränderung einer Einkommensverteilung im 
Zeitablauf vorstellen könnte. Er zeigt, daß die Differenz zwischen neuem und altem 
Wert von R vor dem Hintergrund einer speziellen Umverteilungssituation gesehen wer- 
den kann: 


_ k 
(4.2) Rnen Ran iu 


Der Wert k gibt dabei die Höhe eines Transferbetrages an, den alle Individuen mit 
Merkmalswerten kleiner als der Median an alle Individuen mit Merkmalswerten ober- 
halb des Medians entrichten würden. R selbst kann damit als der Anteil an der Merk- 
malssumme interpretiert werden, der umverteilt werden müßte, um von einer Ein- 
punktverteilung (R = 0) zu einer (fiktiven) symmetrischen Zweipunktverteilung mit 
Merkmalsausprägungen 4 - k und u + k zu gelangen.? Die gegebene Verteilung weist 
also das gleiche Disparitätsausmaß auf wie diese Zweipunktverteilung. 


1 Vgl. GINI, C. (1912,1914,1939) und zur Datierung GIORGI, G. M. (1993), S. 83f. 
Vgl. auch die umfassenden Ausführungen bei PIESCH, W. (1975), S. 28ff. 


2 Vgl. BLACKBURN, M. L. (1989). 


3 Nur sinnvoll für R < 0,5. Dieselbe Interpretation erschließt sich, wenn man überlegt, daß im Fall 
einer symmetrischen Zweipunktverteilung die durchschnittliche absolute Abweichung von Z 6, mit 


6, übereinstimmt und R = S gilt; S läßt sich stets als Umverteilungsanteil interpretieren, 


vgl. Kap. 3.2.2. 
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Andererseits kann R auch über die Disparitätsmessung hinaus zur Messung anderer 
Sachverhalte herangezogen werden, wie folgendes Beispiel zeigt: 

Der Gini—Koeffizient kann in der Form der GUMBEL—Darstellung als durchschnitt- 
liches Betroffenheitsausmaß von Arbeitslosigkeit interpretiert werden, wenn man von 
folgendem Modellansatz ausgeht 5: 

1. Betrachtet wird die zweidimensionale Verteilung f(x,t): Dauer der Arbeitslosigkeit x, 
die zu einem bestimmten Zeitpunkt t begonnen hat. Dabei soll gelten f(x|t) = f(x), d.h. 
die Verteilung der Arbeitslosigkeitsdauer ist unabhängig vom Beginnzeitpunkt. 
Außerdem wird angenommen, daß zu jedem Zeitpunkt t die gleiche Zahl an Beschäftig- 
ten ihre Arbeit verliert. 

Zu einem beliebigen Zeitpunkt to berechnet sich die Dichte der Arbeitslosen in Ab- 


hängigkeit von der Arbeitslosigkeitsdauer dann als 
@ 
(43) £ (= url mit w= f (1 - F(x))dx. 
j 0 
2. Das Betroffenheitsausmaß eines Arbeitslosen mit Dauer x sei proportional zu dem 


Anteil der Arbeitslosen, die zum Zeitpunkt t arbeitslos wurden, aber bis zum Zeitpunkt 
t+x wieder Beschäftigung gefunden haben: F(x). 


Mißt man nun zu einem bestimmten Zeitpunkt t ð die durchschnittliche Betroffenheit 


unter allen Arbeitslosen dieses Zeitpunktes, entspricht diese dem Gini—Koeffizienten: 


(44) f F(x) f, (ax = f Far = R. 
0 0 


Im folgenden werden in einem Ubersichtskapitel verschiedene Darstellungsformen und 
Grenzen von R vorgestellt. Daran schließt sich eine eingehendere Analyse von R unter 
zwei Aspekten an: 

Wie verhält sich R zu Mittelwerten von Ordnungsstatistiken (Kap. 4.2.1)? 

Was ergibt sich aus dem Vergleich von R mit dem quadrierten Variationskoeffizienten 


2 
V? und dem Disparitätsmaß I, (Kap. 4.2.2) ? 
1+V 


4 Vgl. Kap. 4.1. 
5 Vgl. RIESE, M. (1993), S. 442. 
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In der Literatur findet R über die Disparitätsmessung hinaus Anwendung in zahl- 
reichen Gebieten, so z.B. 

— als Baustein eines Konzentrationsmaßes (Kap. 4.3) 

— bei der Konstruktion eines Asymmetrie— und eines Wölbungsindexes (Kap. 4.4), 

— im Rahmen der Armutsmessung (Kap.4.5), 

— zur Messung von Preisunterschieden zwischen zwei Ländern (Kap. 4.6). 

Die bekannten Aggregationsformen von R (Kap. 4.7) bei der Sektorenaggregation 
führen zudem zu einer Einbindung von R 

— in die Messung von Ungleichheit zwischen zwei Verteilungen (4.7.3) und 

— in die Dominanzmessung (Kap. 4.7.4). 

Der Gini—Koeffizient wird darüber hinaus im Rahmen dieser Arbeit noch in weiteren 
Anwendungszusammenhängen auftauchen, bspw. in den Kapiteln 6 und 8. 

In der Literatur finden sich zudem weitere Anwendungsmöglichkeiten des 
Gini—Koeffizienten, bspw. zum Testen der Homogenität von Varianzen®, als 
"scale—free goodness of fit" Test für die Exponentialverteilung’? oder als Kriterium in 
der Clusteranalyse®. 


Hinzuweisen ist an dieser Stelle auf die Monographie "Il Rapporto di Concentrazione di 
Gini" von G. M. GIORGI (1992), die in kurzer, übersichtlicher Form wesentliche Lite- 
ratur zum Gini—Koeffizienten aufbereitet und in einem ausfiihrlichen Literaturverzeich- 
nis die Beiträge einzeln kommentiert. 


4.1 Verschiedene Darstellungsformen und daraus ableitbare Grenzen von R 


In einer einführenden Übersicht werden zunächst bekannte Darstellungsformen des 
Gini—Koeffizienten vorgestellt. Diskrete (in Einzelwerten) und analoge stetige Formen 
werden dabei einander gegeniibergestellt.10 Dabei läßt sich der in den Formeln immer 
wiederkehrende Faktor 2 bzw. dessen Kehrwert x bspw. interpretieren als 


6 Vgl. GIRONE, G. (1974) und CICCHITELLI, G. (1979). 

T Vgl. GAIL, M. H. / GASTWIRTH, J. L. (1978). 

8 Vgl. DE SIMONI, S. (1974). 

9 Vgl. auch GIORGI, G. M. (1990, 1993) und MOOTHATHU, T. S. K. (1991). 

10 Vgl. PIESCH, W. (1975), für Darstellungsformen bei gruppierter und klassierter Verteilung. 
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1 b 1 b 

(45) = [FdF= fF(x)i(x)dx = [(1-FJdF = f (1 - F(x))f(x)dx 
0 a 0 a 
1 b 1 b 

= fLaL= fL(x)f(x)dx = f(1-L)dL = f (1 - L(x))f(x)dx. 
0 a 0 a 


Das arithmetische Mittel kann gedeutet werden als 
b b 


(4.6) p= f(1-F(x))dx=a+ f (1-F(x))dx = b - f F(x)dx. 
0 a a 


ÜBERSICHT 1: Darstellungsformen des Gini—Koeffizienten 


Nr. diskrete Form stetige Form 
(Einzelwerte) 


i +1 


13) 
Dn Du “UD 1$ diyy 


1 DD i-j 
SU ll 


1 nn i-i 
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1 
[ter - ar 
m 
0 
1 


J (1 -2(1-F) PE F 
1 


fir Te PS F 
1 


J [1-(1-F)-(1-F) EA F 


n-i 
Ia 


Lo il 
n n Nj 12lıı 


— 


n 
3d X 
j 


1 
f |1-2F| Bar 
0 


1 b 
2 f (F-L(F))dF=2 f (F(x)-L(x)}f(x)dx 
0 a 


1 b 
2 f (F(L)-L)dL=2 f (F(x)-L(x))I(x)dx 
0 


a 


T sal 
eu 


n. 
1 1 
sul: ati T a 4s lipi 


b 
2 f F(x)(1(x) - f(x))dx 
a 


b 
5d (1-1). y 1 )1;-21°+1 2 f L(x)(1(x) - f(x))dx 
i k=1 i 4 


X. a: 
5e vl), x.<x. cov(7,2F(x)) 


n-i+l 
n i- +i 


co -2 cov(ž,-2( 1-F(x))) 


cov(z 2L(x)) 
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b 
- ff F(x)(1-F(x))dx 
a 


hi) Oy = if [1-F(x)?- (1-F(x))]dx 


b 
4 f I1-F(x)-(1-F(x))”]dx 
a 
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1/2 


m f (1-2F)[x(1-F)-x(F)]dF 


Struktur 1 zeigt R als durchschnittlichen relativen Abstand der ersten Momentver- 
teilung einer gegebenen Verteilung zur Einpunktverteilung (EPV). Es ist Lypy(x) = 0 


für x < „und Lppy(x) = 1 für x > p, damit Lepy(F) = Fit 


Grundstruktur 2 weist R als relativierte mittlere Differenz, d.h. als speziellen Varia- 
tionskoeffizienten aus. Die mittlere Differenz A selbst läßt sich wiederum interpretieren 
als Durchschnittswert aller mittleren absoluten Abweichungen zu den einzelnen x;: 


1 
n n 


n n 
el) 6. mit 6. = aL IX; - x,|. Damit kann 2R als Summe der mittleren 
i=l “i i j=l 


absoluten Abweichungen zu den einzelnen relativen Merkmalssummen aufgefaßt 
n n 
werden: 2R= 2 Â mit 6 =. |1.-L|. 
e . f n._ J 1 
i=l i 1 j=l 
Die von NYGARD/SANDSTRÖM!? entwickelte Form 2e zeigt, daß R auch als gewo- 
gene mittlere Differenz der relativen Merkmalssumme interpretiert werden kann. Form 
2e führt zu Form 2f, wenn man die Beträge durch einfache Klammern ersetzt, da die 
Differenzen (l; - Ii) und (i - j) stets das gleiche Vorzeichen aufweisen. 


11 Dieser Abstandsgedanke kommt auch in der Darstellung von R als Schrittzahlindex zur Geltung, 
vel. MUNZNER, H. (1963) und PIESCH, W. (1975), S. 41f. 


12 Vgl NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1988), S.28f. 
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Form 2f läßt sich auf eine allgemeine Darstellungsweise der Kovarianz von X und Y für 
Einzelwerte zurückführen: 


1 n 1 n n 
(4.7) cov(x,y) = a - Hy )(Y; - by )= we - x)(¥; - ¥;)- 


n 
In Darstellung 3 wird Ras R = } 
i=] 


g, in zwei Ausdrücke bei 3c bzw. 3d wird von BERREBI/SILBER® im Rahmen der 


n 
gil; mit E g; = 0 dargestellt. Die Aufspaltung von 
i=l 


Messung von relativer Deprivation eingeführt und interpretiert. 


Die von GINI! für A vorgestellte Struktur 4 zeigt, daß R sich auch als gewogene mitt- 


n 
lere Abweichung vom Zentralwert (mit Y g; = 0) darstellen läßt. 
i=1 


Ausgangspunkt der Formen 5a und 5b ist die zweifache Konzentrationsfläche im 
Lorenzkurven—Diagramm. Drückt man dies in Abhängigkeit von x aus, ergibt sich R 
als mit f(x) oder mit I(x) gewogene zweifache Fläche zwischen nullter und erster 
Momentverteilung; d.h. zwei verschiedenen Gewichtungen führen zum Gini—Koeffizi- 
enten. Im diskreten Fall führt die Verwendung der Gewichte l; zu einem Ausdruck, der 
den Herfindahl-Index H = Y i als Bestandteil enthält. Umgekehrt läßt sich R aber 


auch in Form 5c und 5d als mit steigenden "Gewichten" 2F(x) bzw. 2L(x) gewogene 
Differenz I(x) - f(x) auffassen, wobei 
b 


b 2, 2 
i 2F(x)dx = 2(b - u) > i 2L(x)dx = 2(b - EE) > 0 gilt. Aus 5c und 5d lassen sich 


schnell die Kovarianzdarstellungen von R herleiten. 


Struktur 6 zeigt R als gewogenes arithmetisches Mittel der relativierten Abweichungen 
von p. Im diskreten Fall ergibt sich für die Summe der Gewichte nur ungefähr 


n i 
eins: $ 2 = nti 
i=l n 


13 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1985), S. 807. 
14 Vgl. GINI, C. (1912) und BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 333f. 
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Interpretation 7 zeigt R in Verbindung mit unteren bzw. oberen Mittelwerten. In 7a ist 
R z. B. ein mit 2F gewogenes Mittel der relativierten Differenz von M (F) zu ihrem 


Maximum u. 


Die Formen 8 geben die verschiedenen Darstellungsformen des GUMBEL—-Ansatzes!5 
wieder, der im Zusammenhang mit Mittelwerten von Ordnungsstatistiken (vgl. 
Kap. 4.2.1) weiter zu interpretieren ist. 


Struktur 9 zeigt, daß sich eine Form erzeugen läßt, deren Ausgangspunkt eine Kumula- 
tion der Verteilungsfunktion selbst ist, wobei von unten oder von oben kumuliert wer- 
den kann. In 9a ist R dann z.B. ein mit y relativiertes gewogenes arithmetisches Mittel 


x 
der so erzeugten Funktionswerte F2)(%) = f F(y)dy.16 
a 


In Darstellung 10 wird R schließlich als gewogene Summe von "Spannweiten" ("quasi 


ranges") interpretiert. 


BERREBI/SILBER” stellen eine Darstellungsform von R in Matrizenschreibweise vor, 
die insbesondere für Aggregationsüberlegungen!® und die Herleitung von Schätzwerten 
bzw. Grenzwerten von R bei klassiertem Datenmaterial!? von Bedeutung ist: 
Ausgangspunkt sind die diskreten Schreibweisen von R für Einzelwerte 3c bzw. 3d. 
Führt man die Matrizen G, G* und die Vektoren e, l; und l; ein, mit 


..-1 0 
1 


15 Vgl. GUMBEL, E. J. (1929), S. 284ff für A und GAIL, M. H. / GASTWIRTH, J. L. (1978), 
S. 351 für die diskrete Form. 


16 Vgl. Definition kumulierte Verteilungsfunktion in Kap. 9.2. Vgl. auch Kap. 6.2 und 6.3. 
17 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987c) und SILBER, J. (1989a, 1990). 

18 Vgl. SILBER, J. (1989a). 

19 Vgl. SILBER, J. (1990). 
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und 
fn ti H 
e- R= ya] Gsi) jjs I ln) 
a}, Li bzw. I | 


läßt sich R darstellen als 
(4.8) R= e'Gl;20 = e'G*1;. 
Entscheidend bei Matrix G bzw. G* ist die jeweilige Spaltensumme, die Reihenfolge 


der Matrixelemente -1, 0, 1 ist jedoch für diese Einzelwertdarstellung beliebig.?! Im 
Fall einer Einpunktverteilung ist e = l; = Li damit ist aber wegen x’Gx = x’G*x = 0 


auch R = 0. 


BHATTACHARJEE?? interpretiert23 R vor dem Hintergrund von zwei Wahrscheinlich- 
keitsverteilungen: Betrachtet werden zwei Zufallsvariablen X und Y, wobei X die 
Dichtefunktion f(x), Y die Dichtefunktion I(x) aufweist. Dann ist R, wie sich leicht 
zeigen läßt, nichts anderes als die Differenz zweier Wahrscheinlichkeiten P: 


(4.9) R=P(Y>X)-P(Y<X) 
= ff Uy)dyf(x)dx - f fUy)ayflx)dx 
0x 00 
1 1 
= f(1-Ly(F))dF - f Ly(F)dF. 
0 0 


20 Vgl. SILBER, J. (1989a), S. 108. 


21 Es läßt sich ebenfalls eine Darstellung für gruppierte Werte entwickeln, die auf der Trapezform von 
R aufbaut. Für diese ist jedoch die Reihenfolge der Matrixelemente eindeutig vorgegeben. 
Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 43 zur Trapezform. 


22 Vgl. BHATTACHARJEE, M. C. (1988), S. 200. 


23 Eine weitere wichtige Interpretation von R als Erwartungswert eines Spiels stammt von PYATT, G 
(1976), vgl. dazu auch Kap. 6.4. 
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Aus einigen Darstellungsformen lassen sich direkt bereits bekannte Grenzen für R 
ermitteln: 
—Neben 5b kann auch aus 2b wegen 0 < |]. - Ll < 1 die Gini—Herfindahl—Ungleichung?4 


gefolgert werden: 


1 2 
(4.10) R> zA -1) 


2 
Vogt 
n n 


— Da 0 < F(x) < 1 und I(x) > f(x) für x > „gilt, läßt sich folgende Beziehung zwischen R 
ô 


und dem Schutz—Koeffizienten S = DI aus 5c herleiten?®: 
b 
(4.11) R < 2 f 1-(1(x) - f(x))dx = 28. 
m 
— Aus der Kovarianzdarstellung 5e folgt unter Verwendung der Cauchy—Schwarz’schen 
Ungleichung die bekannte Glasser’sche Ungleichung?®: 


(4.12) R= cov(2r =) < ( Var2F - varied = vi 


Mit der Herleitung von Abschätzungen und Grenzen des Gini—Koeffizienten bei 
klassierten Daten setzen sich ua. PIESCH (1985), RIGO (1985,1987), 
GIORGI /PALLINI (1987a), MAURER (1988) und BOMSDORF (1982,1989) ausein- 
ander. 


4.2 Der Gini—Koeffizient als Disparitätsmaß 


Herkömmlicherweise wird der Gini-Koeffizient zunächst nur mit der Disparitäts- 
messung in Verbindung gebracht. Ausführliche Betrachtungen zu seinen Eigenschaften 
sind bereits vielfach angestellt worden.?? Infolgedessen soll R lediglich unter zwei spezi- 
ellen Fragestellungen weiter untersucht werden. Zum einen erscheint es interessant, zu 
analysieren, welche Interpretation R vor dem Hintergrund von Mittelwerten von Ord- 
nungsstatistiken erfährt und welchen Zugang man auf diese Weise zu dem Index 


24 Vgl PIESCH, W. (1992), S. 21ff und PIESCH, W. (1994), S. 390. 
25 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 206. 

26 Vgl. GLASSER, G. J. (1961), S. 177. 

27 Vgl. insbesondere PIESCH, W. (1975). 
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bekommt. Zum anderen ist es reizvoll in verschiedenen Darstellungsformen R gegen- 
über Disparitätsmaßen abzugrenzen, die auf dem Variationskoeffizienten aufbauen. 


Als Disparitätsindikator weist R folgende Eigenschaften auf:28 

Im Fall einer Einpunktverteilung besitzt R den Wert Null, bei einer extremen Un- 
gleichverteilung nimmt R seinen maximalen Wert an: Im diskreten Fall gilt dann 
R=1- LI im stetigen (n >œ ) ist R = 1. Der Index erfüllt die Transfereigenschaft, bei 


proportionaler Änderung aller Merkmalswerte ändert sich der Wert von R nicht. Er 
reduziert seinen Wert jedoch, wenn jeder Merkmalsträger einen positiven Betrag a 
erhält. Bei Durchführung der Proportionalitätsprobe bleibt R konstant, im Fall einer 
Nullenergänzung erhöht sich der Wert des Koeffizienten.29 


4.21 Der Gini—Koeffizient vor dem Hintergrund von Mittelwerten von 
Ordnungsstatistiken 


Bestimmte Flächenstücke im Lorenzkurven-Schaubild, insbesondere die Konzentra- 
tionsfläche und damit der Gini—Koeffizient, können mit Mittelwerten von Ordnungs- 
statistiken in Verbindung gebracht werden. In einem einführenden Teil sollen zunächst 
für diese Zusammenhänge wesentliche Grundbegriffe der Ordnungsstatistik erläutert 
werden. Anschließend werden Darstellungsformen des Gini—Koeffizienten vorgestellt, 
die auf Mittelwerten von Ordnungsstatistiken aufbauen. 


4.2.1.1 Mittelwerte von Ordnungsstatistiken: Grundlegende Begriffe 


Ausgangspunkt ist eine Reihe von v unabhängigen Variablen Xiro X X, , wovon 
jede die Verteilungsfunktion F(x) besitzt. Betrachtet man die geordnete Reihe X,.,, < 


X vi < X 2 < X kann man jeder dieser geordneten Variablen eine Verteilungs 


2: viv? 


28 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 126ff. 
29 Vgl. Kap. 4.7.1. 
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funktion F(x) zuordnen?0. Zum Beispiel ist für die Maximum—Variable X, die Ver- 
teilungsfunktion gegeben durch F(x) = F(x)”, da alle Variablen X,., einen Wert 
annehmen müssen, der kleiner als x sein muß. Für die Minimum—Variable X}. gilt 
entsprechend FO (x) = 1 - [1-F(x)]”, da alle Variablen bis auf eine Ausnahme einen 


Wert gròfer als x annehmen miissen. 


Allgemein gilt für X „mitr=1..v 
Oa er v-i 
(4.13) K (x)= 3 ee (x) [1 - F(X], 


(414) 1x) = | = [fe FR F(x]. 


Für die hier betrachteten Zusammenhänge interessieren insbesondere die Mittelwerte 
dieser Ordnungsstatistiken. 


Im stetigen Fall ist der Mittelwert von X_.,, unter der Voraussetzung, daß EX = py 


existiert, gegeben durch 


(4.15) 


Poy 


v [21] Fre mr)” a(x) 


—o 


=v | iro FT) py’ ar. 
0 


Betrachtet man eine Funktion g(x) für die E[g(x)] existiert, dann existiert auch 
E[g(X,.,,)] Im Spezialfall g(x) = x` (k = 1,2,3,...) erhält man die Ursprungsmomente 


der r’ten Ordnungsstatistik hk) = B| i. | 


30 Vgl. DAVID, H. A. (1981), S. 8f. 
31 Vgl. DAVID, H. A. (1981), S. 33f. 
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Für die Mittelwerte von identisch verteilten Ordnungsstatistiken gelten folgende grund- 
legende Beziehungen ?3?: 


v 
(4.16) 3 lk) = ye pk) für k > 133 
(4.17) (v-r) pbk) +r we) — PS für 1 < r < v—1, k > 134 


(ais) Ih rer 
vn | 


Für einen Vergleich mit dem Gini-Koeffizienten sind vor allem H. und p, von 


Bedeutung. 
h.y (4,,.,) ist das arithmetische Mittel der Minimum-Variablen X,., (der 


Maximum-Variablen X. gi h.y soll im folgenden als Minimum—Mittelwert, Pizy als 


Maximum—Mittelwert bezeichnet werden. 4., (4,,.,) kann im diskreten Fall als 


Mittelwert der Minima (Maxima) aller möglichen v-Tupel einer Grundgesamtheit bzw. 
der Gesamtheit der Beobachtungswerte gedeutet werden. Vor einem wohlfahrts- 
theoretischen Hintergrund kann h.y auch als sogenanntes Gleichheitsäquivalent 


("equally distributed equivalent" 36) interpretiert werden.37 
Diese Mittelwerte können auch mit Hilfe von Werten der (normierten) inversen Vertei 
lungsfunktion oder der Lorenzkurve dargestellt werden. Daneben sind sie 


32 Vgl. DAVID, H. A. (1981), S. 30. 

33 Vgl. MALIK, H. J. / BALAKRISHNAN, N. / AHMED, S. E. (1988), S. 2631. 
34 Vgl. MALIK, H. J. / BALAKRISHNAN, N. / AHMED, S. E. (1988), S. 2631. 
35 Vgl. MALIK, H. J. / BALAKRISHNAN, N. / AHMED, S. E. (1988), S. 2633. 
36 DONALDSON, D. / WEYMARK, J. A. (1983), S. 354. 


37 Vgl. ATKINSON, A. B. (1970), BLACKORBY, C. / DONALDSON, D. (1978), WAGENHALS, G. 
(1981), DONALDSON, D. / WEYMARK, J. A. (1980 und 1983), BOSSERT, W. (1990). 
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interpretierbar als ein gewogenes Mittel von M(E) bzw. M oF) wobei eine relativ 
komplizierte Gewichtung erfolgt. 


(4.19) wy. = Sx(1-F(9)"" f(x)dx 


1 
= vu f ame dF 
0 


1 


Kv-l)uf L(F) (1-F)’* dF 
0 


1 
v-2 
= fM (ELF dF3s 
001 


J F-(1-F)”? dF 


1 
* * * 
= mf L(F JdF mit F =(1-F)** 
0 


und 
{to} 


vf xF(x)"-! f(x)dx 


-0 


1 
vu f Z= FY lap 
0 


(4.20) 


Hy; U 


1 
Av-1)p f (1-L{F))F”"?GF 
0 


1 
v-2 
= fM (LH dF39 
o 0! 


J P-?(1-F) dF 


1 
** ++ ** Y 
= vu f (1-L(F ))dF mit F = F”! 
0 


38 Vgl. DE SIMONI, S. (1967) und PIESCH, W. (1975) für v= 2. 
39 Vgl. DE SIMONI, S. (1967) und PIESCH, W. (1975) für v= 2. 
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SCHAUBILD 2: Darstellung von Hi.) 


1 - F(x) 


SCHAUBILD 3: Darstellung von his; 
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4,.,, und p lassen sich für x > 0 als Flächen unter (1-F(x))” bzw. über F(x)” 


interpretieren. Es ist 


b 
(4.21) hy =vf x (1-F(x))""} dF(x) = f (1-F(x))" dx = f (1-F(x))“dx 
0 0 0 

und A 
(4.22) pw, = vfxE@T dF) =b- fF@)dx 

b © i 

= f(1-F(x))dx = f(1-F(x)°)ax 
0 0 


Da (1-F(x))” < (1-F(x))”! für alle x > 0 bzw. F(x)” < F(x)" für alle x > 0 gilt, ist 
(4.23) h.y € by.y-1 PZW- Mpy? My yyy fiir = 23... 


Je größer v, desto stärker werden bei Minimum-Mittelwerten kleine und bei 
Maximum—Mittelwerten große Werte gewichtet. In der Literatur findet man eine Reihe 
von Ober— und Untergrenzen für diese Mittelwerte. Bspw. leiten sich aus der 
Cauchy—Schwarz’schen—Ungleichung die Beziehungen 


(4.24) Hi, S — gru 
VV (2v-1) 
bzw 
(4.25) m. Ego 42 
(2v-1) ° 
her. 


40 Vgl. DAVID, H. A. (1981), S. 56ff. 
41 Vgl. ARNOLD, B. C. (1988), S. 2137. 
42 Vgl. DAVID, H. A. (1981), S. 59. 
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4.2.1.2. Interpretation des Gini—Koeffizienten vor dem Hintergrund von 
Mittelwerten von Ordnungsstatistiken 


Für den Gini—Koeffizienten sind Minimum— und Maximum—Mittelwerte von Bedeu- 


tung, die auf einem paarweisen Vergleich von Merkmalswerten beruhen43, wie das auch 
schon in der mittleren Differenz zum Ausdruck kommt. Es ist: 


1 
a x(F = 1+R | _ 
(4.26) Mei Vl a 


1 
a Fy) x(F) 1+R 
R läßt sich also als relativierte Differenz zwischen dem arithmetischen Mittel einer 
Verteilung und dem Mittelwert aller Minima (bzw. aller Maxima) bei paarweisem Ver- 


gleich ausdriicken. 


Da wegen (4.17) 4.9 + 49.9 = 2p ist, gilt zudem 


Ba T #12 49:2 "1:2 


4.28 R= = l 
Cae ko + 4 24 


wobei die Differenz lo. ~ 41.9 der mittleren Differenz A entspricht. 


Man stellt fest, daß 4,.g mit dem Mittelwert der unteren Mittelwertsfunktion 


1 
MF) = (E) in Bezug auf FM, = I M,,(F) mE a dF identisch ist. Analog ist 
0 | EdF 
0 


ho. interpretierbar als Mittelwert der oberen Mittelwertsfunktion M o(F) = © (iL) in 
Bezug auf (1—F).44 


43 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1988), S. 22. 
44 Vel. DE SIMONI, S. (1967), S. 21 und PIESCH, W. (1975), S. 49f. 
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Eine weitere Darstellung von R ergibt sich aus Relation (4.17): 


Es ist für v = 3,r=1: 241.3 + hog = 344.9 
und für v = 3,r=2: Ha.g + 243.3 = 3lo.9 


Folglich gilt 

(4.29) ice bal 
Ho.9 97 3 43.3 7 1.3/1 

damit 


43.3 © 44:3 
4.30 aan 2 45 
( ) R di E 


Die Formen (4.21) und (4.22) der Mittelwerte führen sofort zur GUMBEL—Darstellung 
des Gini—Koeffizienten: 


b _ 
(431) R=} fF(x) (1-F(x) dx=} f (F(x) - F(x)?)dx = an 
b i i 
mitu= f (1 - F(x))dx. 
0 


45 Vgl. LIENERT, G. A. (1981), S. 677 und HEILMANN, W.—R., (1980), S. 53f. 
Dieser Zusammenhang läßt sich auch aus der diskreten Darstellung der Spannweite S 


Fi; x o = 5 {lx_x| + [x=] + |x|} herleiten: 
i bag =P te Ra x) — min (x., x; » X,)) 
sa BEE mma] + lea] + lara x, |) 
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Analog läßt sich R damit auch interpretieren als 


(4.32) R= m J [(1-F(x)) - (1-F(x))?]dx = 2 


(4.33) R= m f 11 - Fi)? - (1 - F(x))"Jdx = zu Be - 1:2 
0 


(4.34) R= T f [1 - F(x)’ de F(x))>]dx = 43.3 et 
0 


Eine weitere Form des Gini—Koeffizienten haben BERREBI/SILBER#® für den diskre- 
ten Fall entwickelt. Sie zeigen, daß sich die mittlere Differenz auch wie folgt darstellen 
läßt: 


mit 
.36 laa x. Pec 
229 2 PH 
n 
(4.37) K 2 |2i-n-l| „ 
4.37 H.a = D i X: < X. 
1:2 i=] n2/4 i- i+l 


RE entspricht dabei dem Mittelwert der Maxima bei paarweisem Vergleich der 
50 % größten Beobachtungswerte, is entspricht dem Mittelwert der Minima bei 


paarweisem Vergleich der 50 % kleinsten Beobachtungswerte. Übertragen auf den steti- 
gen Fall ergibt sich: 


46 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987), S. 334. 
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1 1 
(4.38) u, = 2 f Fx(P)dF = 2 f (2F-1) x(F)2dF 
0 0,5 


1 Den 0,5 
2 f (1-F)x(F)df = 4 f (1-2F) x(F)dF 
0 0 


(4.39) 


a 


mit x(P) = x(F) für F € [0, 0,5] und Ë = Ë = 2F , F eļo, 1, $$ = 2, 
2 


und damit 
1 


(4.40) pd pf =d | f (2F-1) xF) | -2A=4R. 
0 


Ein weiterer Bezug zum Gini-Koeffizienten läßt sich auch über 
Minimum—Mittelwert der 50% großen Merkmalsträger be und 


Maximum—Mittelwert der 50% kleinen Merkmalsträger is herleiten. Es ist: 


1 1 
(441) u, = 2 f (1-F)x(P)dF = 2 f (2-2F) x(F) 2dF 
0 0,5 
und 
Li... 0,5 
(4.42) Wo. = 2 f FX(P)aF = 2 f 2F x(F)20F. 
0 0 
Damit gilt fiir die Differenz: 
1 1 
(4.43) pS -ue =4 f 2x(F)dF-4 f 2F x(F)dF 
0,5 0 
Pia ~ Pan HT M, (5) 
4.44 -l 2 E U” pga 


47 Herleitung im Anhang. 
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Da sich andererseits die durchschnittliche absolute Abweichung vom Zentralwert 
1 


6, = f |x(F) - x(0,5)|dF schreiben läßt als 
0 
(445) 6, = M È) -p= p- M È) = H- LÈ] w= p - 210), 4 


läßt sich R über diese Beziehung ausdrücken als 


5 
Da uS, - uh. > 0, folgt hieraus R < = = A < 267, ein von BENEDETTI bereits 
hergeleitetes Ergebnis. 49 


Wegen 


G K 
(4.47) Ho. = 0,25 43.9 + 0,25 49.9 + 0,5 M (0,5) 


und 1.9 = 0,25 40, + 0,25 uX., + 0,5 M (0,5) 
ergibt sich schnell folgende am Lorenzkurven-Schaubild gut zu interpretierende Dar- 
stellung für den Gini—Koeffizienten: 


(4.48) R= a 


M (0,5) ö 
G u pK | Zu 
co R +77 


6 
Man sieht sofort, daßR > = gelten muß, ein weiteres Ergebnis von BENEDETTI.5! 


g M,05 


(0,5) 
Zudem gilt R > R7, da — z = 2(1- L(0,5)) > 1 ist. 


48 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 44ff zu Mittelwertsfunktionen und S. 59 Form (121). 
49 Vgl. BENEDETTI, C. (1961) und PIESCH, W. (1975), S. 206. 
6 
50 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 61ff: zi ist die Lorenzkurvensehne an der Stelle F7 = 0,5. 
51 Vgl. BENEDETTI, C. (1961). 
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. . 1 1, G K G K 
Zwischen den Mittelwerten M a) M, (5): Hip 41.9 #9.9 und 49.9 besteht folgende 


Größenrelation: 
G 1 G K 1 K 
(4.49) 4:92 Moly) = 67 + u? b.g? H? Ha.g? Myg) =H- 67 2 Hyg 


In Maximum-Mittelwerten werden im Vergleich zum arithmetischen Mittel größere 
Werte überproportional gewichtet. In Minimum—Mittelwerte gehen kleinere Werte 
stärker gewichtet ein. 

Aus Beziehung (4.49) kann ebenso auf obige Ungleichung geschlossen werden wie z.B. 
auch auf folgende: 


uu; HS a. ia a 
M,(0,5) oF PH ~ Öte 
„É - M, (0,5) u - u+6 6 
(4.51) pin #20 Z.,_ 


Aus (4.24) folgt für v = 2 die bekannte Glasser’sche Ungleichung, für v = 3 die 
(schwächere) Beziehung R < 


Zum Abschluß dieses Kapitels werden die hier vorgestellten Darstellungsformen des 
Gini—Koeffizienten in einer Übersicht zusammengefaßt. 


: : o o u u 
52 Es gilt allgemein: jip 9(F) 2 M (F) 2 A 2(F) 2 Ay) 2 M, (P) 2 WL (P). 
Der Index o (bzw u) bezeichnet dabei eine an der Stelle F von unten (bzw. oben) abgeschnittene 
Verteilung, vgl. dazu auch Kap. 7. 
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ÜBERSICHT 2: Darstellungsformen des Gini—Koeffizienten über Mittelwerte 
von Ordnungsstatistiken 


2 
4.2.2 Der Gini-Koeffizient im Vergleich mit V und —, 
1+V 


Eine interessante Aufgabe stellt der Vergleich von R = = mit dem quadrierten Varia- 
2 
tionskoeffizienten V? = x und dem von BONFERRONI eingeführten Disparitätsmaß 
m 


2 2 
E dar. Durch die Gegenüberstellung bestimmter Formen von R und ET 


können dabei allgemeine Konstruktionsprinzipien von Disparitätsmaßen sichtbar 
gemacht werden. 


y? erfüllt bis auf den Normierungsaspekt wie der Gini—Koeffizient die in Kapitel 2 
genannten Eigenschaften.53 Im Fall einer extremen Ungleichverteilung nimmt V? den 
2 2 
i n-1 V V 
Wert n-1 an. Auf den Wertebereich [0,--—] normierte Maße stellen — und a 


2 
dar, wobei x als "Mischma8"54 zwischen Konzentrations— und Disparitätsmaß nicht 


53 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 115ff. 
54 WAGENHALS, G. (1981), S. 118. 
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2 
weiter betrachtet werden soll. Für ET bleiben alle in Kapitel 2 genannten Eigen- 


schaften erhalten.55 


Zwischen VŽ und R bestehen folgende Größenbeziehungen: 


1. Die Gini—Herfindahl—Ungleichung führt zur allgemeingültigen Beziehung 
(4.10) nR > V2.56 


2. RIGO? leitet über Grenzen für Mittelwerte von Ordnungsstatistiken eine Unter- 
grenze für R her: 


(1 - Dv a+b G- yv? +b 
(4.52) R > AL , wenn 4 > > bzw. R > > wenn HS =. 
(1 - =)"+V (= - 1)" +V 
m m 
b 2 
Ist a = 0 und p> 7) bzw. b = 24, dann reduziert sich die Ungleichung auf R. > 9: 
1+V 


3. Aus v(x) nichtfallend in x > 0" folgt 


(4.53) R > V2.58 


In einer Übersicht sollen nun strukturgleiche bzw. —ähnliche Darstellungsformen von R, 


2 
V2 und 


g einander gegenübergestellt werden. 
1+V 


55 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 119f. 

56 Vgl. PIESCH, W. (1992), S. 24. 

57 Vgl. RIGO, P. (1987), S. 537. 

58 Vgl. PATIL, G. P. / RAO, C. R. (1978), S. 184 sowie auch Fußnote 16 in Kap 8.1 
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2 
g im Vergleich 
1+V 


ÜBERSICHT 3: Darstellungsformen von R und V? bzw. 


b 
2 f [E(x)-F(x)"]dx 
a 


b 
2 f [F(x)-L(x)}f(x)dx 
a 


b 
m f 11- F(x)]F(x)dx 
a 


b 
L f [F(x)- L(x)]dx 
a 


b 
2 f [F@)-L(x)]-1dx 
a 


-z f11-F(x)][2x -uJdx 
E 0 


b 
F(x)-L(x)|dx 
sog J Po (x)] 
b 
F(x)-L(x)]dx 
ays ™ (x)] 


i f [1-F(x)][2x-4]dx 


59 A, ist arithmetisches Mittel der ersten Momentverteilung: h, = f xl(x)dx. 
a 
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Die Darstellungsformen 1 und 2 zeigen deutlich, daß bei y? eine Selbstgewichtung, bei R 
dagegen eine Gewichtung der Lorenzkurvenanstiege mit den entsprechenden relativierten 


Rängen bzw. kumulierten relativen Merkmalssummen vorgenommen wird. y? läßt sich in 
diesem Zusammenhang als Varianz der Lorenzkurvenanstiege interpretieren. 


Auch in Darstellung 3 zeigt sich der Unterschied der beiden Indizes in der Gewichtung. Bei 
2 

VŽ [ baw. —_—] wird die Fläche zwischen F(x) und L(x) nur um den Faktor : [bzw. —4 | 
1+V E(X*) 

korrigiert, für R wird diese Fläche jedoch mit 2f(x) bzw. 2l(x) gewogen. In der 

GUMBEL-Darstellung wird für R die kumulierte relative Merkmalssumme L(x) durch 

F(x)? ersetzt. 

Diese Unterscheidung dokumentiert auch Interpretation 4, die die Indizes in Form von rela- 

tivierten Mittelwertdifferenzen vorstellt: Statt wie bei R auf den Mittelwert aller Maxima 

by .9 zurückzugreifen, geht in die Berechnung von y? der Mittelwert der ersten 


80 Definition von ri in Kap. 9.2. 
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2 
Momentverteilung h ein. I, hat im Vergleich zu V? als Bezugsgröße bj >h Analog 
1+V 


Ho 97h 
dazu könnte man auch an Stelle von R ein Maß ER = e betrachten. Im 
2:2 


Lorenzkurven-Schaubild entspräche dies dem Verhältnis der Konzentrationsfläche K 


iT | 
bezogen auf die Fläche oberhalb der Lorenzkurve K/K+0.5. Da IR = (1+R)? > 0 
1+R 


würden sich R und Lk gleichgerichtet verändern, jedoch wäre TR bis auf den Fall éiner 


Einpunktverteilung kleiner als R, im Fall der extremen Ungleichverteilung nähme es den 
2 
Wert a me 5 an. Zwischen R und e; besteht allgemein kein einheitliches 


Größenverhältnis. Aus Darstellung 4 kann jedoch schnell folgende Bedingung hergeleitet 


werden: Es gilt R > v? wenn &-> 1:2 erfüllt ist 
“ipv Mh 


Variante 5 stellt Rund v? jeweils als einen Mittelwert von Distanzen zwischen sämtlichen 
Beobachtungspaaren vor. Dabei wird bei R die Distanz als Differenz na absolut ge- 


nommen, in V? geht diese Differenz quadriert ein. Dies hat zur Folge, daß bei VŽ große 
Differenzen (>1) überproportional, kleine Differenzen (<1) unterproportional gewichtet 
werden. 6! 


In Form 6 findet man die beiden Indizes als das gewogene Mittel von Werten der kumulier- 
ten Verteilungsfunktion Fx) wieder, wobei V? auf Kumulationsstufe 3, R nur auf 
Kumulationsstufe 2 aufbaut. 


4.3 Der Gini- Koeffizient als Baustein eines Konzentrationsmaßes 


Im Rahmen der absoluten Konzentrationsmessung wird die Verteilung von Marktanteilen 
auf Unternehmen eines Marktes untersucht, um aus der Marktstruktur Rückschlüsse auf 
die Wettbewerbssituation zu ziehen. Die Konzentrationsmessung baut auf der Disparitàts- 
messung auf, so daf sich aus formaler Sicht eine Vielzahl von Verbindungen zwischen bei- 
den Konzepten herstellen läßt. 


61 Vgl. auch BUSCEMI, S. (1986). 
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JÖHNK ®? führt 1970 das Konzept der gleichmäßig normierten Disparitàts- und Konzentra- 
tionsmaße ein. Die Erfüllung bestimmter Eigenschaften bei Disparitätsmaßen D®3 und Kon- 
zentrationsmaßen K 64 führt zu folgender grundlegender Beziehung zwischen D, K und der 
Anzahl an Merkmalsträgern n: 

(4.54) 1=n-(1-D)-K 85 


_ 1/n 
AK= 7 

K-L 

u n 
SDa- ur 


Das zu R korrespondierende Konzentrationsmaß ist der Rosenbluth-Index 


_ LL 1 


Das Rosenbluth--Maß entspricht also dem Kehrwert der zweifachen Fläche oberhalb der 
Konzentrationskurve. An dieser Kurve werden die kumulierten Merkmalssummenanteile 
der k größten Merkmalsträger (Konzentrationsraten CR,) abgetragen und linear mitein- 


ander verbunden. Der Wert des Rosenbluth-Indexes hängt, so interpretiert, von der An- 
zahl der Merkmalsträger (n-Effekt) und dem Ausmaß an Disparität (gemessen mit R, Dis- 
paritätseffekt) ab. Je geringer c. p. die Anzahl an Merkmalsträgern bzw. je größer c. p. die 
Disparität, desto höher ist das Konzentrationsausmaß. Über oben genannten Zusammen- 
hang lassen sich weiterführende Aussagen über die Größenbeziehung zwischen D und K ab- 
leiten oder Aggregationseffekte erklären.#7 


62 Vgl. JOHNK, M. D. (1970). 

63 Vgl. Kap. 2. 

64 Vgl. PIESCH, W. (1980), S. 7ff und (1994), S. 387. 

65 Vgl. JOHNK, M. D. (1970), S. 15 und PIESCH, W. (1980), S. 16ff und (1994), S. 388. 
66 Vgl. ROSENBLUTH, G. (1961) und PIESCH, W. (1975), S. 141ff. 

67 Vgl. PIESCH, W. (1994). 
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4.4 Der Gini-Koeffizient als Baustein eines Asymmetrie- und eines Wölbungsmaßes 


BERREBI/SILBER (1987a)®8 schlagen mittlere Differenzen als Baustein für einen Index 
vor, der die Asymmetrie - interpretiert als Abweichung einer Verteilung von der 
Symmetrie um den Zentralwert - messen soll. Damit ergeben sich sofort auch Bezüge zum 
Gini-Koeffizienten. Als Alternative zum Pearson’schen Schiefe-Maß wird definiert: 


Dieser Index nimmt Werte im Intervall [- 1, 1] an. Er tendiert gegen + 1 bei der extremen 
Ungleichverteilung und gegen - 1, wenn ein Merkmalsträger die Merkmalsausprägung 0, 
der Rest eine gleichen Merkmalswert "I - paufweist.7! 


Je größer c.p. die Disparität im oberen Bereich der Verteilung bzw. je kleiner c.p. im un- 
teren Bereich, desto schiefer wird die Verteilung beurteilt. Eine Lineartransformation aller 
Merkmalswerte Y = a+ bX,a>0,b>01aft AR unverändert. 


R R 
AR kann als gewogenes Mittel von BE bzw. - = verstanden werden, wobei als Gewichte 
1 1 
M,(5) _ M,, (5) 


1 1 
Do (1-L(5)) und Du = L(5) gesetzt werden. 
Eine graphische Veranschaulichung ist am Lorenzkurvenschaubild möglich, wie folgende 
Abbildung zeigt. 


68 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 331ff. 
69 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 336. 
70 Vgl. Kap. 4.2.1.2. 

71 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 336. 
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SCHAUBILD 4: Darstellung von AR und K gim Lorenzkurvenschaubild 


L(F) 


Der Gini-Koeffizient R entspricht zweimal der Summe der Flächenstücke [A+B+C]; 


C 


B 
R,, ist darstellbar durch und R,, durch 
— ¥ 
5 L(3)-0,5-05 © [-L3)]-05-0,5 


Damit ergibt sich für AR 


Pe MD idosos 2 0,505 - 
ee a E: 


AR= 
= +B+ 
24 2[A+B+C] 


Im Fall einer um den Zentralwert Z symmetrischen Verteilung, 


(d.h. Z - x; = x ~Zmitx <x 1 ),ist Ag = Ay und damit Ap = 0.7? 


n+i-1) 


72 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 336. 
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G , K 
Esist dann An =A, &2|uS -M (0,5)| =2|M__ (0,5) - K oa Hia 
Gr eK AMan eg 


Der Gini-Koeffizient einer solchen Verteilung kann nicht größer als 5 werden 13: 


ER. 
(4.59) R=} 2:2 i 
Ho.9 + 4.9 


Es läßt sich zeigen, daß R nur im Falle Ak > Oeinen Wert größer 5 annehmen kann: 75 


i = us 
2:2 1:2. 1 
(4.60) R= — u > 5 


G K 
= Ha.g- Hy -g > 24=M (0,5) +M (0,5) 


G 


K 
= 49.9” M „(0,5) > M, (0,5) - 41.9 


Als Alternative zur Kurtosis’6 als Maß für die Wölbung einer Verteilung haben 
BERREBI/SILBER”? einen Index vorgeschlagen, der wiederum auf mittleren Differenzen 
(und damit auf R) aufbaut: 

(461) Ko ST 78 

73 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987), S. 337. 

74 Vgl. Form (4.35). 

75 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 337f, Beweisführung andersartig. 
76 Vgl. KENDALL, M. G. / STUART, A. (1969), S. 85. 

77 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1989). 

78 Vgl. BERREBI, Z. M. /SILBER, J. (1989), S. 233. 
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(aS è es) 
(4.62) Kg=1- 1:2 2:2 
Pag mee ete 
1 
M G) Ra + M,(5) Ry Rg 


(463) Kg=—“ i g, pet (1- a) gi mit g = 1-L(5). 


Da der Ausdruck 0,ö[gR., + (1-g)Ry] nichts anderes ist als der interne Gini-Koeffizient 
Rt” einer Zwei-Klassen-Verteilung mit jeweils der Hälfte der Merkmalsträger in einer 


Klasse, läßt sich Ka auch interpretieren als 


2R; nt 
(4.64) K GERI: 
Im Vergleich zu AN werden die mittleren Differenzen also addiert, d.h. K_, ergibt sich im 


' _2 |B+C 
Lorenzkurvenschaubild als K G= A 


Im Fall einer Zweipunktverteilung mit 0 < & <ZundZ< Eg sind AG = Ar = 0, damit 
gilt K a = 0. Die von BERREBI /SILBER angegebene Grenzverteilung mit den Merkmals- 


POS {0, Z-e, Z+e,2Z} und den relativen Häufigkeiten 
Ir 7 : e dn ni entspricht für n + œ einer speziellen Zweipunktverteilung, die zu 


Kg = = nw 0 führt.80 Wegen eae > 45 ergibt sich Ka <1. 


Die Verteilung {0 , Z-e, Z+e ,2Z} mit den relativen Häufigkeiten { 1 | nn 2 2} ist für 


e-0 und n + œ näherungsweise eine Einpunktverteilung mit der Merkmalsausprägung Z, 
die Differenz zwischen n, und 5 wird minimal. Für diese Verteilung ergibt sich für 


Al a i, 


Eine extreme Ungleichverteilung führt ebenfalls zu einem Wert für Ka nahe Eins. Da AG 


= Anz, Ay = = 0 und A = au, ergibt sich für Ko = = 2 né = 1. 


79 Vgl. Kap. 4.7. 
Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 212, für zwei sich überschneidende gleichgroße Sektoren. 


80 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1989), S. 234. 
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Kg ist gegenüber Lineartransformationen mit Y =a+bX, a20, b>0 invariant.8! Es gilt 
+b-A A A 
Gy _ Ky + Gy 


4.5 Der Gini-Koeffizient als Baustein von Armuts- und Überflußmaßen 


Seit Mitte der siebziger Jahre hat sich eine Vielzahl von Autoren3? mit der Armutsmessung 
beschäftigt. Dabei wurde insbesondere der Konstruktion von komplexen Armutsmaßen 
viel Aufmerksamkeit gewidmet. Bei einigen Ansätzen kann eine Darstellungsform gewählt 
werden, die den Gini-Koeffizienten als Baustein zeigt. 


Ausgangspunkt der Konstruktion dieser Armutsmaße ist die Vorgabe einer Armutslinie z, 
die die Bevölkerung gemäß ihrer Einkommen®3 in q Arme und n-q Nicht-Arme teilt. Als 
sinnvolle Indikatoren für das Ausmaß an Armut lassen sich Maßgrößen für die Anzahl und 
für die Intensität (bezogen auf den Einzelnen oder die Gesamtheit der Betroffenen) ent- 
wickeln. Einen ersten Ansatz zur Messung der Armutsintensität liefern die Einkommens- 
lücken g; = z - x;, die bei komplexen Maßen noch eine zusätzliche Bewertung erfahren. 
Folgende Indizes lassen sich mit dem Gini-Koeffizienten in Zusammenhang bringen, mit 


n Bi für y<z g 
- 6i=§ 0 für y,22 ‚Einkommenslücken der sogenannten 


zensierten Verteilung x cdi (x, gp w2), 
q 
~ Hy = - ) Yi» Durchschnittseinkommen der Armen, 
i=] 
* a n-q oe ‘ . 
-u = Hy E Durchschnittseinkommen der zensierten Verteilung und 


p 
p-p}. 
-T (X,v)= ii l :K erweiterter Gini-Koeffizient bezogen auf die Einkommen der Armen. 8 


81 Weitere Eigenschaften in BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1987a), S. 234. 


82 So z.B. SEN, A. K. (1976), ANAND, S. (1977), THON, D. (1979), KAKWANI, N. C. (1980b), 
SEN, P. K. (1986). Vgl. dazu auch die Monographie von SCHEURLE, U. (1991). 


83 Allgemeiner formuliert: ihres "Potentials an Bedürfnisbefriedigung" oder ihres "Potentials an Mittel 
zur Bedürfnisbefriedigung", SCHEURLE, U. (1991), S. 39. 


84 Vgl. Kap. 7. 
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ÜBERSICHT 4: Darstellung von Armutsmaßen in Abhängigkeit von R 


q 


PS=11- Pun, SEN(1976) 


m 
= 411--2(1-R )] korr i giertes 
Bi = 2 SEN-Maß 


THON(1979) 


ANAND(1977) 


a)=4 7, A 
ei nzZi” Kla)= gli” Pa i p al MOT 8 8 0b) 


Diese Darstellungsformen zeigen, daß c.p. das Intensitätsausmaß der Armut als umso 
größer gewertet wird, je größer die Ungleichverteilung innerhalb der Armenbevölkerung 
ist. 
Vor einem wohlfahrtstheoretischen Hintergrund läßt sich dieser Zusammenhang über ein 
in die Armutsmaße und den Gini-Koeffizienten eingehendes einheitliches Gewichtungs- 
bzw. Bewertungsschema erklären, das als Gini-social-welfare-function bezeichnet wird.85 
In der Regel werden dabei Einkommenseinheiten, Einkommenslücken, Nutzen in Abhäng- 
igkeit von Einkommen oder Einkommensäquivalente von Wohlfahrts- oder Nutzengrößen 
als Meßeinheit herangezogen. Wählt man zur Ermittlung des Gleichheitsäquivalentes®® die 
Gini-social-welfare-function 
(4.65) GSW =i (2n+1-2i)x= 3 X min(x;,x;), 

i=l i=1j=1 
erhält man als Gleichheitsäquivalent 4.9: In abgewandelter Form findet sich dieses Äqui- 


85 Vgl. BLACKORBY, C. / DONALDSON, D. (1978), S. 69 und SCHEURLE, U. (1991), S. 135. 
86 Vgl. Kap. 4.2.1.1. 
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valent in allen vorgestellten Maßen wieder. In PS z.B. geht dieses Äquivalent bezogen auf 
dieq Armen (u 9) ein. Dann ergibt sich PS als 

* 2-pP. 
(4.66) PS = 4+) 
Damit läßt sich PS als eine spezielle Form eines Armutsintensitätsmaßes identifizieren, 
nämlich als "bezüglich aller Einheiten normierte Gesamtwohlfahrtsäquivalenz- 
einkommenslücke"87. Ähnliche Deutungen ergeben sich für die übrigen angeführten Maße. 
Ausführliche Erläuterungen zu dieser grundlegenden Interpretation von Armutsmaßen, 
über die letztlich eine Einbindung von Disparitätsmaßen in die Armutsmessung erklärt 


werden kann, finden sich bei SCHEURLE. 88 


Spiegelbildlich zur Armutsmessung können sogenannte Überfluß-Maße ("affluence 
measures") entwickelt werden, die das Ausmaß an Überfluß des reichsten Teils der Bevöl- 
kerung zu messen suchen. Die Bevölkerung wird dementsprechend in einen reichen und 
einen nicht-reichen Teil getrennt und die "Intensität des Reichtums" gemessen. Das führt 
zu Maßen, die sich als auf diesen Sachverhalt analog übertragene Armutsmaße darstellen. 89 


4.6 Der Gini-Koeffizient bei der Messung von Preisvektoren-Distanzen 
Ein weiterer Vorschlag zur Anwendung des Gini-Koeffizienten kommt von SILBER®. Er 


setzt die Maßzahl zur Messung der Distanz zwischen den relativen Preisvektoren zweier 
Länder A und B ein. Den relativen Preisindex der Güter i und j (i,j = 1...n) in Land A defi- 


niert erals 
A på _ pA 
(4.67) y. = 91 
ij no A 
>) Wk Py 
k=1 


mit Wy als durchschnittlichem Ausgabenanteil des Gutes k in den zwei Landern A und B 


und på als Preis des Gutes k in Land A. D.h. der relative Preisindex zwischen den Gütern i 


87 SCHEURLE, U. (1991), S. 134. 

88 Vgl. SCHEURLE, U. (1991), S. 138ff. 
89 Vgl. SEN, P. K. (1988), S. 65ff. 

90 Vgl. SILBER, J. (1989b). 

91 Vgl. SILBER, J. (1989b), S. 232. 
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und j mißt den mit dem Durchschnittspreis des fiktiven Warenkorbs der Länder 


n 
P L w Pi relativierten Abstand zwischen dem Preis von Gut i und dem Preis von 
si 


Ax 


Gut j. Damit ist vi, eine dimensionslose Größe. Entsprechendes gilt für Land B. 


Zur Messung der "relativen Preisdistanz" zweier Länder A und B schlägt SILBER nun fol- 
gende abstrakte Maßzahl vor: 


=| 


(4.68) d ijh 


O: E gr 
clP P )= 2 Huw 


i=1j>i 


n 
d.h. eine gewichtete Distanz der relativierten Preisdistanzen mit 3 Y ww, # 1. Die 
i=1j>i 


1 J 


nn n n 
Summe der Gewichte ergibt E Y w.w.=0,5-05 X Ww, wobei % w als Herfindahl— 
i=1j>i i=1 i= 


Index der durchschnittlichen Ausgabenanteile interpretiert werden kann. 
Obige Mafizahl läßt sich wegen |x - y| = x + y - 2min(x,y) zerlegen in 


A pB)_ pA 


(4.69) da(P ).92 


+RB-25 5 wwmin(yA.y. 
i=lj>i! J ee oe 
RA und RB als die jeweiligen Länder-Gini-Koeffizienten messen die Disparität der relati- 
ven Preise der verschiedenen Güter, gewogen mit den durchschnittlichen Ausgaben- 
anteilen. Struktureffekte werden also herausgerechnet, da für beide Länder eine einheit- 
liche Ausgabenstruktur unterstellt wird. Den gemischten Ausdruck interpretiert SILBER 
als eine Art "Kovarianz" zwischen den Preisen in den Ländern A und B, vom 
mathematischen Aufbau ist diese Bezeichnung jedoch nicht nachvollziehbar. 


Eine andere Zerlegung für der) ergibt sich dementsprechend aus 


|x+y| = 2max(x,y)-x- y: 


B 
ij 


A pB 


À pB _RB 


n 
— — A 
(4.70) da(P ‚P’j=2% X ww maxly‘; py 


)-R 
i=1j>i ! J 


92 Vgl. SILBER, J. (1989b), S. 233. 
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Das symmetrisch aufgebaute Maß er ist Null, wenn y& j= yj für alle i,j, d.h. 


wenn der relativierte Abstand der Preise aller Paare von Gütern in beiden Ländern gleich 
ist. Wären in einem Land alle Preise identisch, reduzierte sich das Preisvektoren— 
Distanzmaß auf den Gini-Koeffizienten der Preise des anderen Landes. 


4.7 Die Sektorenaggregations-Darstellung des Gini-Koeffizienten und spezielle 
Anwendungsmöglichkeiten 


Ausgangspunkt der Betrachtung sind n Merkmalsträger eines bestimmten Merkmals, die 
in k Teilgruppen (Sektoren) mit n, Merkmalsträgern (En, = n, a = h,) aufgeteilt sind. Die 
Verteilung eines Sektors ist im Teilintervall [a;, b;] definiert, die zugehörige Verteilungs- 
funktion durch F; (x) und der Mittelwert durch u, gegeben. 
Es gilt allgemein 
(4.71) F(x)=% ci F(x) in den Grenzen [a,b] mit h, = 2 

i= 


a=min a b= max bi. 
i i 


Wesentliche Zerlegungsformen des Gini-Koeffizienten sind in der Literatur von 
BHATTACHARYA/MAHALANOBIS (1967), RAO (1969), MEHRAN (1975), PIESCH 
(1975) entwickelt worden:93 


Zerlegung A°4: 
b 


hh. i 
ee! [F;(x) - FQ)" dx 2 Ri min: 


(4.72) R=21R + 
i i<j 


a 


93 Vgl. die übersichtliche Zusammenfassung bei NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1981), S. 326. 
94 Vgl. PIESCH, W. (1967), S. 271 und (1975), S. 208. 
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Zerlegung B®: 
b 
hh. 
(4.73) R=ĦEh R; + 5 — f F.(x)[1- F.(x)]dx, 
>. 11i 2,0 H l j 
i itj “4 
Zerlegung C°®: 


_ Bin ru 
(4.74) aio) [h;1; (Ri; - Rj) +h(R; -Rj)l: 


Im Spezialfall sich nichtüberschneidender Sektoren, bspw. bei einer klassierten Verteilung, 
ergibt sich für den Gini-Koeffizienten nach Zerlegung B eine Aufteilung in einen externen 
und einen internen Bestandteil: 
h.h. 

— 1 _ 
(4.75) R=YhLR + Er CHAR 
Der externe Gini-Koeffizient mißt dabei die Disparität zwischen den einzelnen Klassen; 
jede Klasse wird durch den Wert h repräsentiert. 


Zwei neuere Zerlegungsansätze sollen hier kurz vorgestellt werden: 
YITZHAKI/LERMAN?! führen eine Variante zu Zerlegung A ein, die R neben der gewoge- 
nen Summe der sektorenspezifischen Gini-Indizes und einem Ausdruck für die 
Zwischen-Sektoren-Ungleichheit in eine gewogene Summe von "Stratification"-Indizes 
teilt. Mit dem Stratification-Index soll das Ausmaß des Überlappens eines Sektors mit den 
anderen Sektoren "with respect to any hierarchical measure"'99 gemessen werden, und zwar 
durch einen Vergleich der Rangfolge innerhalb eines Sektors mit der über alle 
Beobachtungwerte. Die Rangordnung erfolgt dabei nach der Größe der Beobachtungs- 
werte. Als Stratification-Index für den Sektor i definieren sie ein Kovarianzverhältnis: 


Cov. [(F.-F_.),x.] 
(4.77) Q;= a ni) I 100 
i 


X. 
i, i 
95 Vgl. BORTKIEWICZ, L. von (1931), S. 87, BHATTACHARYA, N. / MAHALANOBIS, B. (1967), 


S.150 für A, PIESCH, W. (1975), S. 211f sowie MEHRAN, F. (1975), S. 147. 


96 Vgl. RAO,V. M. (1969), S. 419f und NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1981), S. 321f. 
Die Bezeichnungen finden sich in Kap. 4.7.3. 


97 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 213. 

98 Vgl. YITZHAKI, S. / LERMAN, R. I. (1991). 

99 YITZHAKI, S. / LERMAN, R. I. (1991), S. 316. 

100 Vgl. YITZHAKI, S. / LERMAN, R. I. (1991), S. 317. 
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Dabei ist Ei” — mit Rang(x;;) der relativierte Rang, den Beobachtungswert Xij 


von Sektor i erhalten würde, wenn er in einer Bevölkerung ohne die übrigen Mitglieder der 
Gruppe i geordnet würde. F; ist dagegen der relative Rangin Gruppei. 


Q; nimmt Werte zwischen - 1 und 1 an: 


Der Wert 1 wird erreicht, wenn ein Sektor einen bestimmten Bereich in der übergreifenden 
Rangordnungsskala aller besetzt. Q; ist - 1, wenn sich Gruppe i aus zwei Untergruppen 


zusammensetzt, deren Mitglieder jeweils identisch sind und die in der Rangordnung der 
Gesamtverteilung an den beiden extremen Enden Platz nehmen. 101 Der Wert Null wird dan 
angenommen, wenn F; -F ni und x; nicht korreliert sind, d.h. wenn z. B. F;=F gilt. 


Die Zerlegung der Gini-Koeffizienten führt dann zu 


2 Cov(4;,F;) 


(4.78) R= EUR, + -E1,RiQ,(1-h,),102 
n. 
_ i Rang(x..) 
wobei F; = } — als durchschnittlicher Rang in Gruppe i definiert ist und dabei 
j=1 i 


jedes Gruppenmitglied mit seiner Rangziffer aus der Gesamtheit in den Durchschnitt ein- 
geht. Der erste Summand ist ein Durchschnitt der Ungleichverteilung in den einzelnen 
Gruppen, der zweite spiegelt die Disparität zwischen den Sektoren wider. Der dritte 
Summand, dessen Vorzeichen abhängig ist von den Q;, reflektiert dann nach YITZHAKI/- 


LERMAN den Umfang des Überlappens der Sektoren. 103 


Ein weitere interessanter Ansatz stammt von LAMBERT/ARONSON!%, dessen 
Ausgangspunkt Zerlegung B ist. Der nichtnegative zweite Summand aus (4.73) wird in 
zwei weitere nichtnegative Teile zerlegt, wovon der eine eine Maßgröße für die Disparität 


101 Vgl. YITZHAKI, S. / LERMAN, R. I. (1991), S. 318. 
102 Vgl. YITZHAKI, S. / LERMAN, R. I. (1991), S. 322. 
103 Vgl. YITZHAKI, S. / LERMAN, R. I. (1991), S. 322. 
104 Vgl. LAMBERT, P. J. / ARONSON, J. R. (1993). 
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zwischen den Sektoren ist und der andere das Ausmaß des Überlappens der Sektoren 
widerspiegeln soll. 


h.h. 
— 1 -_- 
(4.79) R= en gpl 4 p:|+2, 


| hih, P 
mit Z,= E al lf 2F;(x){1- F (x)]dx -| 4; - 4; |} 
Z4 ist genau dann Null, wenn sich die Sektoren nicht überlappen!P5. In dem Fall reduziert 
sich (4.79) auf (4.75). 
Eine anschauliche Darstellungsform für diese Zerlegung findet sich im 
Lorenzkurven-Schaubild,in dem zusätzlich zur Lorenzkurve der gesamten Verteilung L(F) 
die Lorenzkurve einer Verteilung der Sektorenmittelwerte Lp(F) abgebildet wird. 


Daneben wird ein dritter Kurvenzug C(F) eingeführt, der kumulierte relative 
Merkmalssummen abträgt nach Ordnung der Sektoren entsprechend ihrem Mittelwert und 
Ordnung innerhalb der Sektoren gemäß den individuellen Merkmalswerten. 106 


Es gilt Lp(F)> C(F) > L(F). 


Die einzelnen Summanden in (4.79) sind dann proportional zu bestimmten Flächenstücken 
in dem Schaubild dieser drei Kurvenzüge: 107 
1 


(4.80) Elh R; =2 f [Lg(F) - C(F)]dF, 
3 0 
h.h. 1 
(4.81) i 4-w|=2 J [F - Lg(F)]dF, 
1 
(4.82) Z, =2f[C(F)-L(F)]dF. 
0 


105 Vgl. LAMBERT, P. J. / ARONSON, J. R. (1993), S. 1221. 
106 Vel. LAMBERT, P. J. / ARONSON, J. R. (1993), S. 1222f 
107 Vgl. LAMBERT, P. J. / ARONSON, J. R. (1993), S. 1223. 
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4.7.1 Prüfung von Eigenschaften des Disparitätsmaßes R 


Über Zerlegung B läßt sich darüber hinaus auch das Verhalten des Gini-Koeffizienten bei 
Nullenergänzung und bei der Proportionalitätsprobe prüfen: 


Die Nullenergänzung kann als Aggregation zweier Sektoren interpretiert werden, Sektor A 
mit n Merkmalsträgern und Verteilung F , (x) in Bereich [a,b] mit Mittelwert » A» Sektor 2 


mit (c-1)n > 0 Merkmalsträgern, die alle den Wert x = 0 aufweisen, Rp sei in diesem Fall 
als Null definiert. 


bell ES... FA 
Es ist dannh, = Gi 1, =1,hg=<:l]g=0undu=—=>, 
also 
1,c1b Lei b 
_l Cc Cc Cc 
(4.83) Bao IRA HS F,(1- Nex + 7 f (-F4(x))dx. 
a a 
c-1 
ORA LE 
Te BA PA 
iù c-1 
ue ic 


Für die Proportionalitätsprobe, verstanden als Aggregation von k identischen Vertei- 
lungen F,(x) und damit 4, = u, gilt |» 


(4.84) R= R; X h.h. +2 Uhh, 
i là) 


= R; | E hh; anaje R; . 
i pra 


4.7.2 Die Rekursionsform von R 


Auf der Basis von Zerlegung B läßt sich auch eine Rekursionsform für den Gini— 
Koeffizienten entwickeln. Das Hinzukommen eines Merkmalsträgers kann als Aggrega- 
tion von zwei Sektoren verstanden werden, wobei die Verteilung von Sektor A mit n 
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Merkmalsträgern F , (x) in [a,b] erklärt ist und Sektor B aus einem Merkmalsträger mit 


Merkmalsausprägung x > 0 besteht. 
Es ist dann nach Zerlegung B108: 


si A Da el 
(4.85) R(n+1) ~ nutx n+l Rn) n+1 muta | si ti Fx (x)dx 


Führt man den zweiten Summanden in die diskrete Schreibweise über, gilt: 


k 


ñ 5 nu-nx+2kx-2% x. 
(486) Ring) "mar arl) terno Ken 


Dabei wird angenommen, daß der zusätzliche Merkmalsträger sich in eine der Größe 
nach geordneten Reihe zwischen den x, ten und x, 4 ten Merkmalstragern einfiigt. 
k 
k 12% 
Der Ausdruck f F a (x)dx = xF, (x) - «Ly (x) entspricht dann x = - ——: 
a 


X 


Die diskrete Darstellung macht sichtbar, daß sich der zweite Ausdruck in (4.82) inter- 
n+1 


5 
pretieren läßt als my mit ig = 3 |x,-x| als durchschnittlicher Abwei- 


chung vom hinzugekommenen Wert x. 


6y(n+1) 
D.h. R(n +1) ergibt sich als gewogenes Mittel von T cer Rin) und reni : 


nn 
(4.87) R(n+1) = n+1 (nu+x) Rin) + iti (nax) 


108 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 220. 
109 Vgl. Herleitung im Anhang. 
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Der Gini—Koeffizient bleibt dabei konstant, wenn gilt: 


6 
_ n n X 
(4.88) R = (att) mesa] R + nurx) 


= A n 
TER nti’ 


Größer wird R z.B. dann, wenn gilt 


by(n+1) neR;, 


> Be (n+1)6y > 0,504 (n) 


(4.89) nr Omar 


4.7.3 Die Verwendung von R im Rahmen der Ungleichheitsmessung zwischen zwei 
Verteilungen 


Eine Interpretation von Zerlegung B findet sich in der Literatur im Zusammenhang mit 
der Entwicklung von ökonomischen Distanzmaßen "to reflect the degree of affluence or 
well—being of one population relative to another".110 Die Umsetzung eines solchen 
Konzepts in einen Forderungskatalog an Eigenschaften, die ein solches Maß aufweisen 
soll, erfolgt in der Literatur jedoch nicht einheitlich. 11! EBERT und SHORROCKS!!? for 
dern, daß Distanzmaße nichtnegativ, symmetrisch gebaut und transitiv sein sollen. Sie 
sollen den Wert Null dann annehmen, wenn beide Verteilungen übereinstimmen. 
DAGUM!!3 unterscheidet dagegen, ob man das Ausmaß an Verschiedenheit ("degree of 
dissimilarity") oder das Ausmaß des relativen Überflusses einer Verteilung gegenüber 
einer anderen ("relative affluence") zu messen sucht. Ersteres sei ein symmetrischer, 
letzterer ein asymmetrischer Ansatz. !14 


110 CHAKRAVARTY, S. R. (1990), S. 114. Vgl. auch SHORROCKS, A. F. (1982), S. 1337 und 
DAGUM, C. (1987), S. 6. In der Literatur findet sich keine einheitliche Abgrenzung des Begriffs 
"Distanzmessung". 


111 Vgl. SHORROCKS, A. F. (1982), S. 1337, EBERT, U. (1984), S. 268, CHAKRAVARTY, S. R. 
(1990), S. 117 und S. 121ff sowie SCHMID, F. (1994), S. 6ff. 


112 Vgl. SHORROCKS, A. F. (1982) und EBERT, U. (1984). 
113 Vgl. DAGUM, C. (1987). 
114 Vgl. DAGUM, C. (1987), S. 9. 
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Einige Ansätze!!5 greifen auf Zerlegungskomponenten von A bzw. R zurück. Der zweite 
Ausdruck in Zerlegung B läßt sich umschreiben in: 


hh. 7 h;h, è 
(4.90) ae J ri m J [ F;(1-F;) + F(1-F;) Jax 


1 1 
wobei Ai = E(|X;-X;l) = f f ly -x| f(y )dyfi(x)dx eine Art mittlere Differenz 
0 0 


zwischen i und j darstellt. 116 
Als denkbares Maß für die Ungleichverteilung zwischen zwei Verteilungen kann dann 
der Gini-Koeffizient zwischen den Verteilungen i und j herangezogen werden. Er ist 


T 


definiert als Rij ae rar normiert auf das Intervall [0,1] und symmetrisch, d.h. es 
1 J 
gilt Ri; = Rit Im Fall identischer Verteilungen entspricht er dem 


Gini—Koeffizienten!!8, nimmt also nur den Wert Null an, wenn diese Verteilungen 
identische Einpunktverteilungen sind. 


A; j kann weiter aufgegliedert werden: Beim Vergleich zweier Verteilungen i und j mit 


p; > pi; wird 
@ 


o y 
(491) g&R= f F;(y)(1-F (y))dy = J f (y -x)fj(x)dxf (y)dy! 


von DAGUM!20 als Bruttoiberfluf!2! bezeichnet. 


115 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTROM, A (1981), S. 412ff und DAGUM , C. (1980a), S. 1792ff. 
116 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTRÖM, A. (1981), S. 316. Herleitung im Anhang. 

117 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1981), S. 316f. 

118 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1981), S. 316f. 

119 Herleitung siehe Anhang. 

120 Vgl. DAGUM, C. (1980a,1987). 

121 Vgl. DAGUM, C. (1987), S. 6: "gross economic affluence". 
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oy 
(4.92) hi; Ri - ff y=f Fi y- x)f.(x x)dxf;(y)dy = 4R}; - 
0 0 


gibt dann die um die durchschnittliche Differenz der Merkmalswerte bereinigte 
ökonomische Distanz wieder. Beide Maßgrößen sind nicht dimensionslos. Sie nehmen 
nur dann den Wert Null an, wenn die Verteilungen i und j identische 
Einpunktverteilungen sind.123 


DAGUM!24 schlägt folgenden normierten Index als "relativiertes Okonomisches 
Überflußmaß" vor: 


D ist monoton fallend in A Sind die Mittelwerte der betrachteten Verteilungen iden- 


tisch, so ist D = 0. Uberlappen sich die Verteilungen nicht, dann ist D = 1. 


4.7.4 Die Verwendung von R im Rahmen der Dominanzmessung 


Die Dominanzmessung hat zur Zielsetzung einen Markt beziiglich oligopolistischer 
Strukturen zu untersuchen. Mit Hilfe von Dominanzmafen sollen oligopolistische Kerne 
abgegrenzt werden. Neben geometrischen Dominanzmaßen und dem Konzept der 
Linda-Indizes betrachtet man solche Kenngrößen, die sich aus Konzentrationsmaßen 
ableiten 

lassen.125 Dazu gehört das Rosenbluth-Dominanzmaß, für dessen Herleitung Zerlegung 
B des Gini—Koeffizienten im Zwei—Klassen—Fall herangezogen wird. 


122 Vgl. DAGUM, C. (1987), S. 6: "equal average economic affluence". 
123 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1981), S. 318. Sie bezeichnen die mit H; bzw. h, relati— 


vierten Größen Rij und Ri , da diese nicht symmetrisch sind, als "one—direction—Gini—across"— 
. Maße. 
124 Vgl. DAGUM, C. (1987), S. 7. 
125 Vgl. PIESCH, W. (1983) und die ausführliche Monographie von MAURER, A. (1990). 
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Der Rosenbluth—Index RB!26 läßt sich als gleichmäßig normiertes Konzentrationsmaß in 
Abhängigkeit von R darstellen; entsprechendes gilt auch für den externen Teil: 


1 


1 1 
(4.94) RB = = = ni-R, ,+R..,) und RB = = x 
n(1-R) n ext? int ext nl Rext) 


Zur Abgrenzung der Oligopolgruppe wird diejenige Zwei—Klassen—Verteilung gesucht, 
die bei gegebener Ausgangsverteilung den externen Rosenbluth-Index maximiert. Dies 
ist gleichbedeutend mit der Maximierung des externen Gini—Koeffizienten und führt zu 
der Stelle, an der die Lorenz— bzw. Konzentrationskurvensehne am längsten ist. Der 
maximale externe Gini—Koeffizient entspricht in diesem Fall dem 
Schutz—Koeffizienten. Die Merkmalsträger werden folglich in solche aufgeteilt, die 
mehr bzw. weniger als den durchschnittlichen Marktanteil aufweisen. 


Das Rosenbluth-Dominanzmaß Di ergibt sich dann aus RB unter Vernachlässigung 


des internen Gini—Koeffizienten. 


R 1 
(4.95) Di =a 
und mit S = CR, — = (CR, ist die Konzentrationsrate der k größten 
Merkmalsträger) 
(4.96) Di = I 127 
n[1-(CR,- 5) 


126 Vgl. ROSENBLUTH, B. (1961), S.393 und PIESCH, W. (1975), S. 141ff. Vgl. Kap. 4.3. 
127 Vgl. PIESCH, W. (1983), S. 506ff und MAURER, A. (1990), S. 64. 
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5. Ein alternativer Ansatz zur Lorenzkurve und zum Gini—Koeffizienten: 
Der Vorschlag von ZENGA zur Disparitätsmessung 


Neben der Lorenzkurve als zentralem Instrument zur Darstellung der Ungleichver- 
teilung einer Variablen ist in den letzten Jahren ein alternativer Vorschlag diskutiert 
worden: die von ZENGA! vorgeschlagene "concentration curve Z(p)"?, deren Funk- 
tionswerte als Punktkonzentrationsmaße (lokale Konzentration)3 interpretiert werden 


können. 4 


ZENGA baut seine Überlegungen auf der inversen Verteilungsfunktion x(p) auf; dane- 
ben betrachtet er die Umkehrfunktion der ersten Momentverteilung ("inverse erste 
Momentverteilung"): 


* 
(5.1) x (L) = L`}(x) = inf {x: L(x) > L} für 0 < L < 1. 
Deren erste Ableitung ist 
* 
dx (L 


(5.2) ca >? 0. 


x (L) f(x (L)) 


* 
Die Fläche unter x (L) entspricht dem Mittelwert der ersten Momentverteilung. Sie 
läßt sich daher mit Varianz und Mittelwert von X in Verbindung bringen: 


1 b b 2 2 
2 o +p 
Z i = _ x” f(x)dx _ _ 2 
(5.3) Ly =f (L)dL = f x I(x)dx = f m pie MY ) 
a a 


Es gilt wegen F(x) > L(x) fiir p = F = L x(p) < x (p) mit x(0) = x (0) und 
x(1) = x (1). 


1 Vgl. ZENGA, M. (1984a). 

2 ZENGA, M. (1990), S. 99. 

3 Vgl. Kap. 2. 

4 Vgl. ZENGA, M. (1990), S. 94f. 
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Eine Lorenzkurve der ersten Momentverteilung läßt sich analog L(F) ableiten: 


(54) Lo(L,))=L)=-ty fui 


bt o 


Sie gibt den Anteil an der dei p(1+V? ) an in Abhängigkeit vom Anteil 
p an der Merkmalssumme der kleinsten Merkmalsträger. Die gewöhnliche Lorenzkurve 
mißt die Ungleichverteilung der Ausgangsverteilung fy (x), diese die Ungleichverteilung 


von ly (x). 
Drückt man L, in Abhängigkeit von der nullten Momentverteilung F aus, ergibt sich 
das Mitglied L,(F) der Klasse von Lorenzkurven höherer Momente® L, (F). 


Für p = F(x) = L(x) werden nun die Werte der inversen Verteilungsfunktion und der 
inversen ersten Momentverteilung zueinander ins Verhältnis gesetzt. Im Vergleich zur 
Lorenzkurve werden also nicht bei gleichem x die Werte der nullten und der ersten 
Momentverteilung einandergegenüber gestellt, sondern für gleiches p die entspre- 
chenden Quantile abgelesen, diese aber nicht selbst, sondern das Verhältnis dieser 
Quantile gegenüber p abgetragen. 

Das von ZENGA vorgeschlagene Diagramm hat also die Koordinaten p und 


z(p)=1-*(P) + 
x (P) 


Z(p) weist folgende Figenschaften auf: 


1. Die Funktion Z(p) hat im Gegensatz zur Lorenzkurve kein eindeutiges Steigungs— 
und Krümmungsverhalten, was von ZENGA als Vorteil herausgestellt wird:7 


653 Gm -= 


x (p)) f(x (p)) f(x(p)) 


5 Vgl. Kap. 8.3.1. 

6 Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 303 und auch NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1981), S. 141ff. 
7 Vgl. ZENGA, M. (1990), S. 108. 

8 Vgl. DANCELLI, L. (1990), S. 112. 
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Z(p) ist steigend, wenn 


(5.6) = px(p)f(x(p)> x (p)* f(x (p)) 


= Pip) < SP e, 


x (p) 


* 
d.h. wenn die Punktelastizität der Funktion x(p) kleiner ist als die der Funktion x (p). 
* * 
2. Z(p) ist normiert auf das Intervall [0,1], da x (p) > x(p), x (p) > 0 und x(p) > 0 ist. 


3. Strebt die Verteilung von X gegen die Einpunktverteilung, dann geht das Verhältnis 


gegen eins, damit Z(p) gegen null. 
x (p) 


Bei einer Ungleichverteilung ist ae gleich null fiir p < 1 und a gleich eins für 
x (p X (P 


p=1.9 
4. Bei konstantem Verhältnis der Funktionswerte der inversen Verteilungsfunktionen 
zweier Variabler, d. h. bei ar = b © y(F) = bx(F) für alle F, gilt Zy(p) = Zy(p) für 


alle p.10 


5. Bei nichtfallendem Verhältnis Dp für 0 < F < 1 folgt für stetige Variable 


Zy(P) > Zy(p) fir 0 < p < 1.1! 


Diese Eigenschaften entsprechen den von ZENGA aufgestellten Forderungen 1 bis 5 an 
ein Punktkonzentrationsmaß. !? 


9 Vgl. ZENGA, M. (1990), S. 99. 

10 Vgl. ZENGA, M. (1984b), S. 637f. 

11 Vgl. Herleitung in ZENGA, M. (1990), S. 106. 

12 Vgl. Kapitel 2 und 9.4.2 sowie ZENGA, M. (1990), S. 108. 
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Als summarisches Maß, welches die Disparität der gesamten Verteilung in einer Kenn— 
ziffer abzubilden sucht, schlägt ZENGA 


vor, d.h. die Fläche unter Z(p). 
1 


Jf (x*(p) - x(p))dp 
Im Vergleich zu vis Ge wird also bei £ über den gesamten Aus- 


f*(p)dp 
0 


x*(p) - x(p). l 
druck ann integriert. 
€ läßt sich für p = F(x) umschreiben in 


@ 


5.8 €=1- | — f(x)dx B= 1-—-— | f(x)dx, 
va Se (F(x)) iù J | L ray = 


d.h. € kann als gewogenes arithmetisches Mittel E(g(x)) mit 


(5.9) g(x) = | 1 - —_ interpretiert werden. 
L` F(x) 


Driickt man é in Abhängigkeit von p = L(x) aus, ergibt sich 


(510) é=1- f FT Ux) (x)dx = f x- PUR) I(x)dx 14 
0 0 


al ae Ey [FP L(x) ] 
(511) €=1- SAL tax = E 


13 Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 305. 
14 Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 306. 
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i -1 
(512) ¿=f e AL f(x)dx = Eyfh(x)] 
0 


m 
- FL L(x 
mit h(x) = ; 
m 
Fl L(x 
d.h. jedes x geht mit der relativierten Merkmalbetragslücke in den 
Mittelwert ein, wobei für x > x" mit L(x*) = F(z) diese Lücke negativ wird. 
Der Index £ weist folgende Eigenschaften auf: 
1. Das Maß ist auf das Intervall [0,1] normiert. . 
Im Fall einer Einpunktverteilung ist £ = 0, da x(p) = x (p); bei extremer 
1 


Ungleichverteilung geht der Ausdruck f Lap + 0, damit £ gegen 1. 
0 * 


2. £ erfüllt die Transferprobe, wenn Schurkonvexität!5 vorliegt, d.h. wenn 


dt ð a "ia 
(x; — x;) | 3 - | > 0 für alle X; erfüllt ist. 16 


* 
Schreib in diskreter Form al ee 
chreibt man £ in diskreter ormals&=1-- ae 2 U, 


1 


ergibt sich folglich die Forderung 


X. - x.) * . X: * x.) I 
> 
i x a x a 1 x Xi 


15 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 99. 
18 Vgl. WAGENHALS, G. (1981), S. 103. 


Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0 
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM 
via free access 


78 


Diese eindeutige Größenordnung ist nicht gegeben. Damit sinkt die Disparität nicht 
zwingend, wenn ein großer Merkmalsträger einen Merkmalsbetrag zu einem kleinen 


Ox (x ) x 
transferiert. Nimmt jedoch der Wert der Elastizitàt oe mit steigendem x 
X |X 


zu, liegt Schurkonvexität vor. 


3. É ist skalenniveau—unabhängig, da schon spl und damit Z(p) bei Transformati- 
x (P) 

onen der Form y = bx (b > 0) konstant bleiben.17 

Bei einer Verschiebung der Ausgangsverteilung um a > 0 Einheiten ändern sich F(x) 

und L(x). Mit Yo =a +x, gilt Fy, (xo) = FY(y,) und Ly(x,) < Ly(y,)'. Daraus folgt 


au < re Damit ist Zy(p) > Zy (p) und éy 2 Ey. 


4. Proportionalitätsprobe: 
Aggregiert man k identische Verteilungen, bleiben sowohl F(x) als auch L(x) konstant. 
Damit ändern sich weder Z(p) noch £. 


5. Bei einer Nullenergänzung liegt die neue inverse Verteilungsfunktion unter der alten, 
x (p) bleibt aber konstant. Folglich verläuft die neue Kurve Z(p) oberhalb der alten 
und demnach gilt Sca > alt . 


Empirische Anwendungen und Vergleiche von L(p) und Z(p) finden sich bei 
SALVATERRA!?, der für einzelne Regionen Italiens Lorenz—Kurve und Zenga—Kurve 
als Ausdrücke für Ungleichheit gegenübergestellt. 


17 Vgl. ZENGA, M. (1984b), S. 637. 
18 F(x) verschiebt sich; Lyly) > Ly (x) SM, (x) < {ty ist stets erfüllt. 
x 


19 Vgl. SALVATERRA, T. (1990), S. 194ff. 
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ZENGA? selbst beurteilt das unterschiedliche Verhalten von Gini-Index und Zenga— 
Index € anhand verschiedener theoretischer Verteilungen: 


A. Für die Rechteckverteilung gilt: 


RER 1 
(5.14) £=3R? für O<R<3,dh. $ =6R20. 


B. Für die Paretoverteilung ergibt sich: 


-3 
(5.15) ¿=y fir0¢R<1,dh. $f = —ER >0. 
+ 3, 1 ]2 
4R 4 AR? 


C. Für die Relation zwischen £ und R bei der Lognormalverteilung gilt: 


(5.16) palee" jo e= |?2s 


di =. I a (1ER) - 5120 


mit ®(.) als Wert der Standardnormalverteilung. 


Somit verändern sich bei diesen drei Verteilungstypen R und £ gleichgerichtet. 


20 Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 306ff. 
21 Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 321. 
22 Vgl. ZENGA, M. (1984a), S. 321. 
23 Vgl. ZENGA, M. (1984), S. 321. 
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6. Aus der normierten inversen Verteilungsfunktion abgeleitete Kurvenziige 


Nicht nur im Lorenzkurven-Diagramm, sondern auch im Schaubild der normierten 
inversen Verteilungsfunktion lassen sich Flächenstücke inhaltlich interpretieren. Ein 
Beispiel hierfür sind die Lorenzkurvenwerte selbst. Andere Flächenstücke können des- 
halb gegebenenfalls mit Lorenzkurvenwerten in Zusammenhang gebracht und mit deren 
Hilfe interpretiert werden. 


Dieses Kapitel befaßt sich mit drei aus der normierten inversen Verteilungsfunktion 
herleitbaren Kurven. An die Beschreibung der formalen Eigenschaften dieser Kurven- 
züge und deren Beziehung zur Lorenzkurve bzw. zu R in den Kapiteln 6.1 bis 6.3 
schließt sich in Kapitel 6.4 die Vorstellung einiger Anwendungsbereiche an. Dabei wird 
überwiegend auf die stetige Darstellungsform zurückgegriffen. 

Die im Schaubild der normierten inversen Verteilungsfunktion abgebildeten Flächen- 
stücke finden sich ebenso in einem Diagramm mit der von oben kumulierten Vertei- 
lungsfunktion 1-F(7) =1- Fx(x) wieder, so daß auch zu dieser Funktion Bezüge 


hergestellt werden können. Werte der Lorenzkurve entsprechen den Flächenstücken A 
für verschiedene Stellen F: 


SCHAUBILDER 5 und 6: Äquivalente Flächen im Schaubild von u und 1 - F(x) 
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X(F) 


XE) 


0 
6.1 Die "Adaptierte Lorenzkurve" 


on 
= 


Die sogenannte "Adaptierte Lorenzkurve"! findet vor allem vor dem Hintergrund der 
Zuverlassigkeitstheorie ihre Anwendung, deren Schwerpunkt in der Analyse von 
Lebensdauerverteilungen? liegt. Sie ergibt sich aus den Schaubildern 5 und 6, indem an 
jeder Stelle F das Flächenstück A+B als Wert von W(F) abgetragen wird: 


(61) W(F)=L(F)+ E 1-5) > L(F). 

Jeder Funktionswert W(F) gibt dabei den Anteil an der Merkmalssumme an, den die 
100 F % kleinsten Merkmalsträger auf sich vereinigen zuzüglich des Anteils an der 
Merkmalssumme, den die 100 (1-F) % größten Merkmalsträger zur Merkmalssumme 


1 Vgl. RIESE, M. (1987), S. 247f und MOOTHATHU, T. S. (1991), S. 317. 
2 Vgl. dazu Kap. 9.6. 
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bis zur Stelle x(F) beitragen. Somit gehen die 100F % kleinsten Merkmalsträger mit 
ihrer Merkmalsausprägung, die 100(1-F) % größten Merkmalsträger nur mit dem zen- 
sierten Wert x(F) in die Verteilung ein.3 

Man sieht leicht, daß W(F) als gewogenes Mittel des relativierten unteren Mittelwerts 
(Sekantenanstieg der Lorenzkurve in F) und => (Tangentenanstieg der Lorenzkurve 


in F) dargestellt werden kann. 


(62)  W(F)=F 


M, (F) x(F 
a” + (1-F 


W(F) läßt sich daher auch direkt aus dem Lorenzkurvenschaubild ableiten: 


SCHAUBILD 7: Ableitung von W(F) aus dem Lorenzkurvenschaubild 


W(Fo 


3 Vgl. RIESE, M. (1987), S. 249. 
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W(F) ist eine nichtfallende Funktion im Bereich 0 < W(F) < 1, die ihr Maximum an 
der Stelle F = 1 erreicht. Es gilt: 


(63) wo) = 0) ; wa =1 ; AA 0 


Im Fall einer Einpunktverteilung ist W(F)=1 für 0 < F < 1, bei einer extremen 
Ungleichverteilung gilt für 0 < F < 1 W(F) = 0 und W(1) = 1. Eine proportionale 


Änderung aller Merkmalswerte und eine Vervielfachung der Population lassen x(F) 


und Ly(F) konstant, damit auch W(F). Eine eindeutige Größenbeziehung bei der 


Durchführung eines Transfers, bei der Addition eines bestimmten Betrages zu jedem 
Merkmalswert oder bei Durchführung einer Nullenergänzung läßt sich nicht herleiten, 
da die normierten inversen Verteilungsfunktionen sich ändern und sich folglich 
schneiden. Damit werden wesentliche Forderungen an ein Disparitätsmaß von dem 
Instrument W(F) nicht erfüllt. 


Im Zusammenhang mit Lebensdauerverteilungen hat die Exponentialverteilung die 
Funktion einer Referenzverteilung. In diesem Fall gilt für x(F) = - In(1-F) und für 


L(F)=F+(1-F)in(1-F), so daß sich W(F)=F ergibt. 


Die Steigung kann auch formuliert werden als 


(6.4) dwt) = HF) mit ı(F) = ar als Hazardrate‘. 


Die Differenz v(F) = M (F) - x(F) führt auf ein Vielfaches des Sekantenanstieges der 


Funktion W(F) aus (1,1): v(F) = pl WIE) 5 
An der Stelle F, entspricht 1 - W(F,) dem Schutzkoeffizienten: 


(65) WŒ )=UR)+(-F)=1-8. 


4 Vgl. CHANDRA, M. / SINGPURWALLA, N. D. (1981), S. 115. 
5 Vgl. KLEFSJO, B. (1983), S. 911. 
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Allgemein besteht folgender Zusammenhang zur durchschnittlichen absoluten Abwei- 
chung von x(F) 


1 
(66) dm) = J |x(q) - x(F) da 


= (2F-1)x(F) +y(1-2L(F)) 


= alt - (F) - CE a-ry + a EEr - Lys 
(6.7) W(F) =z; l u+ x(F)- Gp] 


Die Fläche über dieser "Adaptierten Lorenzkurve" entspricht dem Gini—Koeffizienten: 


1 1 
(6.8) (f(i-W(F)aF = f(1-L(F) - CE (1-F))dP 
0 0 
-R Ep 


Ist W(0)=0, kann W(F) als Verteilungsfunktion einer Verteilung mit Merkmalsaus- 
pràgung F und Dichte OWIE interpretiert werden. R wäre dann der Mittelwert dieser 


Verteilung. 

Die "Adaptierte Lorenzkurve" in Abhängigkeit von x ist eine steigende, konkave 
Funktion: 

(6.9) W(x) = L(x) + ae - F(x)) mit W(a) = 0 und W(b) = 1, 


X 
=f 1 7 Flylay 
0 


2 
re = EF und dW x) _ _ f(x) 


6 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 58. 
7 Vgl. CHANDRA, M. / SINGPURWALLA, N. D. (1981), S. 115. 
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In diesem Zusammenhang kann R als gewogenes Mittel der über (1 - W(x)) transfor- 
mierten Variablen interpretiert werden: 


b 
(6.10) R = f(1- W(x))f(x)dx. 


Aus der Definition einer Ordnungsrelation der Form 
Definition 6.1: Die Variable X dominiert die Variable Y gemäß W(F) ( X < Y ), wenn 
W 


W.x(F) < Wy(F) für alle 0 < F < 1,8 


kann sofort gefolgert werden Lx(F) < L,(F) fiir 0 < F < 1 und damit Ry > Ry: 


Überlegung: Die Größenbeziehung W,(F) < W.,(F) bedeutet, daß die entsprechenden 


Flächenstücke A+B bei X in jedem Punkt F kleiner sind als die der Verteilung von Y. 
Dies gilt auch in den Schnittpunkten der normierten inversen Verteilungsfunktionen. 


Dort gilt aber a -F)= nt - F), d.h. aus Wx(F) < Wy(F) folgt für diese 


Stellen Ly(F) < Ly(F). Wenn aber bei den Schnittpunkten der normierten inversen 


Verteilungsfunktion eine derartige Größenbeziehung zwischen den Lorenzkurvenwerten 
vorliegt, dann muß diese auch für den gesamten Bereich von F gelten, da die Fläche 
unter den normierten inversen Verteilungsfunktionen gleich ist. 


6.2 Die Gegenkurve zur "Adaptierten Lorenzkurve" 


Betrachtet man nicht W(F) sondern 1 - W(F), — in den Schaubildern 5 bzw. 6 ent- 
spricht dies den Flächenstücken C —, gelangt man zu einer Kurve, die von KAKWANI 
1984 als "deprivation curve" vorgestellt wird:? 


(6.11) D(F)=1-L(F)- u - F)<1-L(F). 


8 Diese Ordnungsrelation spielt im Zusammenhang mit Lebensdauerverteilungen eine wichtige Rolle. 


9 Vgl. KAKWANI, N. C. (1984), S. 385ff. Vgl. dazu auch Kap. 6.4. 
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D(F) gibt den Anteil an der Merkmalssumme an, den die (1-F)100% großen Merkmals- 
träger gegenüber dem Grenzwert x(F) überschüssig haben: 
i 


(6.12) D(F)= f u dq. 
F 
D(F) ist eine monoton fallende Funktion: 


(6.13) D(0) = 1-1; 001) = 0; APL = - Gray co. 


Da D(F) = 1 - W(F), erfüllt auch D(F) die gestellten Forderungen an ein Disparitäts- 
maß nur sehr unvollständig. 1° 

Für ein in [0,b] rechteckverteiltes Merkmal ist D(F) = 1 - F°. Ist das Merkmal expo- 
nentialverteilt, gilt D(F) = 1 - F. 


D(F) läßt sich wiederum mit Sekanten— und Tangentenanstiegen der Lorenzkurve in 
Verbindung bringen: 


(614) D(F)=(1- AHE- = - ry m. 


An der Stelle F m entspricht der Wert der Funktion dem Schutz—Koeffizienten: 


(6.15) = D(F,)=1-L(F,)-(1-F,)=F,-L(F)=S. 


Allgemein gilt folgender Zusammenhang zu 5,(F) 


6 
(6.16) D(F)= 3 + Du Pu 


Die Fläche unter D(F) entspricht dem Gini—Koeffizenten: 


1 1 
_ _ _X(F)_ _1+R 1R_ 
(6.17) Jf D(F)dF = f {1 - L(F) u 1 - P)dF= = - r= R. 
0 0 
Analog MF) bei der normierten inversen Verteilungsfunktion, kann man die Fläche 


unter D(F) bis zur Stelle F auf den Anteil der Merkmalsträger F beziehen. Es ergibt 


10 Vgl. Kap. 2 und Kap. 6.1. 
11 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 58. 
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sich ein Koeffizient, den KAKWANI als verallgemeinerten Gini-Koeffizienten «(F) 
vorschlägt.!2 Er läßt sich in Beziehung zum Gini—Koeffizienten der an der Stelle F von 


n 
, : 2 f i 
h =1- : 
oben abgeschnittenen Verteilung R(F,) LIFE, J L(q)dq bringen 
F 
n 
(6.18) x(F) = f D(E)dF 
To 
F - L(F) 
= Az LF )-R(F_).13 
n n 7 


Auch hier lassen sich wieder die Kriterien an ein Disparitätsmaß ansetzen: 

k(F) ist nichtsteigend in F, da D(F) nichtsteigend in F ist. Für F = 1 ist «(1) = R. Bei 
einer Einpunktverteilung ist «(F) = 0, im Fall der extremen Ungleichverteilung ist 
k(F) = 1. Bei Durchführung der Proportionalitätsprobe bzw. bei proportionalen 
Änderungen bleibt die normierte inverse Verteilungsfunktion konstant, damit auch 
D(F) und «(F). Eine Verschiebung der Verteilung nach rechts führt zu einer Abnahme 
von k(F).!4 


In Abhängigkeit von x läßt sich D(x) auch schreiben als 


b b 
(6.19) D(x) = 1 - L(x) - X(1- F(x) = f1 May = [U Nd. 


Insbesondere die letzten Darstellungsformen lassen sich vor dem Hintergrund des 
Relative—Deprivation—Ansatzes erklaren, was eine Formulierung fiir den diskreten Fall 
noch deutlicher zum Ausdruck bringt: 


n x. _ x, 
(6.20) D(x; ) E , 


12 Vgl. KAKWANI, N..C. (1984), S. 387. 
13 Vgl KAKWANI, N. C. (1984), S. 387, für die Herleitung siehe Anhang. 
14 Vgl. KAKWANI, N..C. (1984), S. 387f, Aussagen zum Transferaxiom. 
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D(x;) kann als "Überschußmerkmalssumme" an der Stelle x; interpretiert werden, aus- 


gedrückt als Anteil an der Gesamtmerkmalssumme. Würde jeder Merkmalsträger zu- 
nächst höchstens einen Merkmalsbetrag von maximal x; zugewiesen bekommen, stünde 


ein Anteil von D(x;) zur Disposition. R ist demnach der durchschnittliche "Überschuß- 
b 
merkmalssummenanteil": R= f D(x)f(x)dx. 
a 


Eine einfache Dominanz für D(F) läßt sich wie folgt definieren: 
Definition 6.2: Die Variable X mit F(x) dominiert die Variable Y mit Fy (x) gemäß 


D(F) (X > Y), wenn Dy(F) < Dy(F) für alle 0 < F < 1. 
D 


Diese Relation ist äquivalent W, (F) > W, (F) für 0 < F < 1, damit folgt wieder 
Ly(F) > Ly(F) und Ry < Ry. 


6.3 Die "Lückenkurve" 


Ein dritter Kurvenzug läßt sich erzeugen, wenn man Flächenstück D in Abbildung 5 
bzw. 6 in Abhängigkeit von F in einem Koordinatensystem abträgt: 


(6.21)  A(F)= (Elp - L(F). 


Jeder Funktionswert gibt den Teil an der Merkmalssumme wieder, der den 100F% 
kleinsten Merkmalsträgern zur Verfügung gestellt werden müßte, damit diese auf das 
Niveau des größten Merkmalsträgers dieser Gruppe kämen: 


F 
PECE) ar ee 


0 


(6.22) A(F) = 


Oo € ‘Ti 
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Dies entspricht z.B. im Rahmen der Armutsmessung dem Ausmaß des "Normalized 
Deficit" in Abhängigkeit von einer wandernden Armutslinie z = x(F).!5 
Zu den vorhergenannten Kurvenzügen besteht folgende Beziehung: 


(623)  A(F) = UP) - wer) = 2E- e + nm. 


Jede Lorenzkurvensehne kann verstanden werden als gewogenes Mittel der 
Funktionswerte von A(F) und D(F): 


(6.24) F - L(F) = F D(F) + (1 - F) A(F).16 


A(F) selbst ist eine nichtfallende Funktion mit Maximalwert Oma an der Stelle 
F=1. 


(6.25) A(0) = 0; A(1) = - 1; IE 30. 


Im Fall einer Einpunktverteilung ist A(F) = 0 für 0 < F < 1. Bei extremer 
Ungleichverteilung gilt für 0 < F < 1 A(F) = 0 und A(1) = x(1) — 1. Bei einer 
proportionalen Änderung aller Merkmalswerte oder bei Durchführung der 
Proportionalitätsprobe bleibt 7 und damit A(F) konstant. Bei Durchführung eines 


Transfers, der Addition eines absoluten Betrages zu jedem Merkmalswert oder bei 
Nullenergänzung ändert sich die normierte inverse Verteilungsfunktion. Deshalb läßt 
sich keine eindeutige Größenbeziehung zwischen der alten und der neuen Lückenkurve 
aufstellen. 


A(F) kann wiederum aus dem Lorenzkurvenschaubild abgeleitet werden, wie 
SCHAUBILD 8 zeigt. 

Analog D(F) läßt sich der Sekantenanstieg aus (0,0) als relativierte Differenz zwischen 
x(F) und M, (F) interpretieren: 


(6.26) AE) = Ol, 


15 Vgl. ATKINSON, A. B. (1987) zur Definition. Vgl Kap. 4.5 zur Armutsmessung. 
16 Vgl. PIESCH, W. / WIRTH, S. (1995). 
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SCHAUBILD 8: Ableitung von A(F) aus dem Lorenzkurvenschaubild 


L(F) 


Wegen (6.23) und ô (F) = p-[A(F) + D(F)]!? läßt sich A(F) auch schreiben als 


6 
F x(F) - 
.27) A(F) = > 
(6.27) A(F) = Ze, 
d.h. die relativierte durchschnittliche Abweichung wird um den halben relativierten 


Abstand von x(F) zu 4 korrigiert. Man sieht sofort, daß an der Stelle x = p A(F) = S 
gilt. 


17 Vgl. Form (6.6). 
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Die Fläche unter A(F) entspricht wieder dem Gini—Koeffizienten: 


1 1 1 
F z 
(6.28)  fALF)AF= f Far - [LFF =L PRL Rn 
0 0 0 


In Analogie zu x(F) kann der durchschnittliche Lückenwert der 100F% kleinsten Merk- 
malstrager ermittelt werden: 
F 
n 
(629) $ fA(F)dF = L(F)R(F 
To 


n 


Er reduziert sich auf den mit L(F m gewogenen Gini—Koeffizienten der 100F „% - 


kleinsten Merkmalsträger. 
Drückt man die Lückenkurve in Abhängigkeit von x aus, ergibt sich: 


(6.30) A(x) = 7 - F(x) - L(x) 
“J Fay = f [=] f(y) dy . 


0 


A(x) ist eine monoton steigende konvexe Kurve 


2 
d A(x) _ F(x d A°(x)_ f(x 
(6.31) Fo. 


Vor diesem Hintergrund läßt sich R auch schreiben als: 


b 
(6.32) R= f A(x) f(x)dx. 
a 


R läßt sich also im obigen Sinne als durchschnittliches "Normalized deficit" interpre- 
tieren, wenn A(x) als "Normalized Deficit" in Abhangigkeit von der wandernden 
Armutslinie z = x interpretiert wird. 
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Auch für A(F) läßt sich eine Dominanzordnung definieren: 


Definition 6.3: Eine Variable X mit F(x) dominiert eine Variable Y mit F,,(x) gemäß 
A(F) (X A Y) , wenn Ay(F) > Ay(F) für alle0 < F <$ 1. 


Daraus folgt (analog der Beweisführung für W(F)) Ly(F) < Ly(F) für alle 0 < F < 1 


und Ry > Ry- 


6.4 Interpretationsmöglichkeiten dieser Kurven vor verschiedenen Anwendungs- 
hintergründen 


Diese drei Kurvenzüge finden ihre Anwendung in sehr unterschiedlichen Bereichen. Als 
Einstiegsbeispiel soll dabei der Zusammenhang zwischen der Interpretation des Gini— 
Koeffizienten als Erwartungswert eines Spiels nach PYATT!8 und den oben eingeführ- 
ten Kurvenzügen aufgearbeitet werden: 

PYATT betrachtet in seinem diskreten Ansatz einen Spieler i mit Einkommen xi, der 


aus einer Urne mit den Einkommen aller Individuen das Einkommen eines anderen 
Individuums x; zufällig zieht. Ist dieses größer als seines, erhält er die Differenz x; Xi 


ausgezahlt, andernfalls bekommt er nichts. Die Auszahlungsvorschrift läßt sich also 
abbilden durch Max(0,x; - x;). Bestimmt man nun den Erwartungswert dieses Spiels 


bezogen auf den Spieler i, gelangt man letztlich zu uD(x;): 


i 2 1 2 
(6.33) =| 2 Max(0,x; -x)= 2 (x; - x;) = 4D(x;), x; < Xi 11 


J 


Der Durchschnitt dieser Erwartungswerte entspricht dann uR. 

Variiert man den Auszahlungsmodus entsprechend, so erhält man die anderen Kurven- 
züge in Abhängigkeit von x und zwar in nicht relativierter Form. Bestimmt man an- 
schließend den durchschnittlichen Erwartungswert aller Spieler, so führt das auf Aus- 


drücke, die mit R zusammenhängen. 


18 Vgl. PYATT, G. (1976). 
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Auszahlungsvorschrift Erwartungswert durchschnitt. 
von Spieler i Erwartungswert 


Max(0, x; - x;) 


L- Max(0,x; - x;) 
= Min(4p-x;+ x) 


für x; 2 x; 


für x; < x; 


Weitere Anwendungsmöglichkeiten im Rahmen 

— der Zuverlässigkeitstheorie (Analyse von Lebensdauerverteilungen) 

und eng verwandt 

— von Lebenstafelbetrachtungen, wo die Variable X "Lebensalter" betrachtet wird, 

— dem soziologischen Ansatz der Messung der relativen Deprivation, die über in 
Einkommenseinheiten gemessenen entgangenen Nutzen operationalisiert wird, sowie 

— eines Ansatzes aus der Wohlfahrtstheorie 

werden im folgenden kurz vorgestellt. Dabei werden einführend die Zielsetzungen dieser 

Methoden erläutert, um anschließend in einer Übersicht das bereits bekannte Instru- 

mentarium vor dem Hintergrund der speziellen Anwendung neu zu benennen. 


Im Rahmen der Zuverlässigkeitstheorie werden Lebensdauerverteilungen!? analysiert. 
Ausgangspunkt ist eine nicht-negative Variable X "Verweilzeit/Lebensdauer" mit Ver- 
teilungsfunktion F(x), die in diesem Zusammenhang "Ausfall— oder Lebensdauerver- 


teilung" genannt wird. 1-F(x) heißt Zuverlässigkeits— oder Überlebensfunktion von X. 

& 6 £ 

X 
X 


und die mittlere restliche Lebensdauer v(x) = E(X-x|X > x) = M(x) - x. Eine 


Wichtige Kenngrößen einer Verteilung sind die sogenannte Hazardrate ı(x) = : 
wesentliche Charakterisierung von Verteilungen erfolgt über die Einführung von 


19 Vgl. BARLOW, R. E. / PROSCHAN, F (1975). 
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(Schiefe)ordnungen. Dabei werden zwei grundsätzliche Ansätze unterschieden: Der 

Vergleich einer gegebenen Verteilung x 

— mit einer beliebigen anderen Verteilung bzw. 

— mit der Exponentialverteilung, die in diesem Zusammenhang die Funktion einer 
Referenzverteilung einnimmt. 


Eine besondere Rolle für diese Analyse spielt die "normierte Total-time-on-test"— 
Funktion?, die mit W(F) übereinstimmt. Über Eigenschaften dieser Funktion lassen 
sich eine Reihe von Ordnungsrelationen bzw. Klassifizierungen von Verteilungen erläu- 
tern. Beispielsweise entspricht die Dominanzrelation W,(F) > Wy(F) für 0 < F < 1 der 


Aussage Variable X ist mehr "New better than used in expectation" als Y . Ausfihr- 
liche Überlegungen zu den für Lebensdaueranalysen gebräuchlichen Dominanzrelationen 
und deren Bezügen zur Lorenzkurve werden in Kapitel 9.6 angestellt. 


x 
Da W(x) = f kl dy als der bis zum Zeitpunkt x verbrauchte Anteil an der 
0 
Gesamtverweilzeit interpretiert werden kann, kann 1-R als gewogener Durchschnitt 
dieser Anteile gedeutet werden: 


bx 
(6.34) 1-R= I f ED) ay f(x)dx. 


Die im Rahmen von bevölkerungsstatistischen Untersuchungen betrachteten Sterbe- 
tafeln werden z.B. zur Ermittlung der Lebenserwartung (bei der Geburt oder für ein 
bestimmtes Alter) oder auch zur Analyse von Todesursachen herangezogen. Sie sind in 
der Regel nach Geschlecht und Altersjahrgang gegliedert, die daraus abgeleiteten Aus- 
sagen beziehen sich also auf die Zeiteinheit "Jahre". Einige Autoren haben versucht, 
das für das Gebiet der Ungleichheitsmessung entwickelte Instrumentarium auf Sterb- 
lichkeitsüberlegungen zu übertragen: 


— 1-R wird von HANADA (1983) als Maß für die "Equality of length of life" vorge- 
schlagen. 


20 Vgl. z.B. KLEFSJO, B. (1983), S. 907. 
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— SILBER (1983) schlägt in Analogie zu den Einkommensgleichheitsàquivalenzen?! vor 
"äquivalente Lebenslängen" als Indikatoren zur Messung des Entwicklungsstandes 
eines Landes zu entwickeln. 


x x 
Da f Fi dx = f = f(y)dy als relativierter Verlust an Lebenszeit bis zum Alter 
0 


x interpretiert werden kann, ist R nichts anderes als ein gewogenes Mittel dieses relati- 
vierten Verlustes. 


Mit der Messung der relativen Deprivation wird versucht, den Schaden (entgangenen 
Nutzen) von Individuen zu quantifizieren, den sie erleiden, weil ihr Einkommen (oder 
eine andere ökonomische Variable) niedriger ist als das anderer Individuen. Dieser 
Kerngedanke geht auf RUNCIMAN?? zurück, der davon ausgeht, daß das Ausmaß an 
Deprivation eines Individuums, ein Einkommen in Höhe von x nicht zu erreichen, umso 
größer ist, je höher der Anteil der Leute ist, die dieses Einkommensniveau erreichen 
bzw. überschreiten. Dieser Gedanke wird von YITZHAKI in folgende Definition des 
Ausmaßes an Deprivation eines Individuums i mit Einkomen x umgesetzt: 


b 


(6.35) D.(x) = f (1-F(y))dy.®. 


Eine alternative Interpretation dieses Erklärungsansatzes greifen HEY/LAMBERT?4 
auf, da gilt: 


b b 


(6.36) D(x) = f (y-x) f(y)dy = f d(x,y) {y)dy 
x 0 


21 Vgl. Kap. 4.2.1.1. 

22 Vgl. RUNCIMAN, G. W. (1966). 

23 Vgl. YITZHAKI, S. (1979), S. 322 und (1980,1982a). 
24 Vgl. HEY, J. D. / LAMBERT, P. J. (1980), S. 567£. 
25 Vgl. KAKWANI, N. (1984), S. 385. 
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Hier kann D,(x) als durchschnittliche Deprivation eines Individuums i mit Einkommen 


x verstanden werden, wobei d(x,y) das Ausmaß an Deprivation angibt, welches i er- 
leidet, wenn es sich mit einem Individuum mit Einkommen y vergleicht. Je nach Spezi- 
fizierung von d(x,y) gelangt man zu verschiedenen in der Literatur vorgeschlagenen 
Ansätzen. 


y—x für y >x 
Als einfache mögliche Quantifizierung ergibt sich oben dann d(x,y) = : 

0 füry<x 
Dieser Ansatz führt zu D:(x) = uD(x), wobei p als maximale durchschnittliche Depri- 
vation eines Individuums mit einem Einkommen von Null zu interpretieren ist.26 Da 
D(x) fallend und konvex ist, nimmt die individuelle Deprivation mit zunehmenden 
Einkommen überproportional ab. 


Neben dem Ausmaß an Deprivation eines Individuums kann auch das Satisfaktions- 
niveau eines Individuums S,(x) quantifiziert werden. 


YITZHAKI?’ schlägt dafür folgende Funktion vor: 
X 
(6.37) S(x) = f (1-F(y))dy = a - W(x). 
0 


u stellt das durchschnittliche Ausmaß an Satisfaktion eines Individuums mit dem maxi- 
malen Einkommen x = b dar. D,(x) und S,(x) ergänzen sich bei diesem Ansatz zu u. 


Eine alternative Definition von HEY/LAMBERT?8 stimmt mit u A(x) überein: 


x b 

(6.38)  S,*x)= f F(y)dy = f s(x,y) fy)dy = Ax) 
i 0 fürx a 
mit s(x,y) = | . 
x-yfürx>y 


28 Vgl. KAKWANI, N. (1984), S. 387. 
27 Vgl. YITZHAKI, S. (1979), S. 322. 
28 Vgl. HEY, J. D. / LAMBERT, P. J. (1980), S. 572. 
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Somit gelangt man je nach Wahl der Bewertungsfunktion zu einer der drei Kurven in 
Abhängigkeit von x, wenn noch durch die Bezugsgröße u geteilt wird. 


uR bzw. p(1-R) ergibt sich demnach als gewogenes Mittel der individuellen 
Deprivation— bzw. Satisfaktionswerte und kann damit als Ausdruck des Ausmaßes der 
gesellschaftlichen Deprivation bzw. Satisfaktion interpretiert werden. 

b b 


(6.39) pR= f D.(x) f(x)dx = f S;*(x) f(x)dx baw. 4(1-R) = f S:(x) f(x)dx. 
0 0 0 


Verallgemeinerte Formen für eine individuelle Deprivationsfunktion werden von 
BERREBI/SILBER?9 und CHAKRAVARTY’? vorgeschlagen. 


DAGUM?! führen drei grundlegende Prinzipien aus der Wohlfahrtstheorie3? zu der 
Herleitung von Gini—"loss—", "disutility—" und "utility"—Funktionen, die mit A(x) und 
W(x) in Verbindung gebracht werden können. Grundgedanke seines Ansatzes ist, das 
Einkommen x eines Individuums in einen Nutzenteil U ("utility" als individueller 
Beitrag zur sozialen Wohlfahrt) und Verlustteil S ("loss" als individueller Beitrag zum 
gesellschaftlichen Verlust) aufzusplitten. Diese sind jeweils Funktionen in Abhängigkeit 
von x und F(x): 


(6.40) x = S(x,F(x)) + U(x,F(x)).33 


Teilt man die Verlustfunktion durch das Durchschnittseinkommen yp, gelangt man zu 
der Schadensfunktion V(x,F(x)) ("disutility—function").34 


29 Vgl. BERREBI, Z. M. / SILBER, J. (1985). 
30 Vgl. CHAKRAVARTY, S. R. (1990). 
31 Vgl. DAGUM, C. (1990 und 1993). 


32 Präferenz für mehr Einkommen, Aversion gegenüber Ungleichhet und interpersonelle Vergleiche vo 
Nutzen und "disutility"; Vgl DAGUM, C. (1993), S. 6. 


33 Vgl. DAGUM, C. (1993), S. 8. 
34 Vgl. DAGUM, C. (1993), S. 9. 
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Die durchschnittliche soziale Wohlfahrt ("average social welfare") bzw. der durch- 
schnittliche soziale Verlust ("average social diswelfare") ergeben sich als arithmetisches 
Mittel der Einzelnutzen bzw. —verluste. Diese ergänzen sich folglich zu u: 


(6.41) u = E(S(x,F(x))) + E(U(x,F(x)))%. 


Als Ungleichheitsmaß kann dann die durchschnittliche Schadensfunktion 


(6.42)  E(V(x,F(x))) = ECSC F(x) _ Be UO) 


angesehen werden.36 


Für das Ungleichheitsmaß Gini—Koeffizient entspricht in diesem Zusammenhang 
V(x,F(x)) der Funktion A(x) und U(x,F(x)) entspricht uW(x)?7. 


Die folgende zusammenfassende Übersicht benennt das vorgestellte Instrumentarium 
entsprechend den jeweiligen Sachverhalten. 


ÜBERSICHT 5: Interpretation der in Kapitel 6 vorgestellten Kurvenzüge vor 


erschiedenen Anwendungshintergründen (MMT = Merkmalsträger) 


35 Vgl. DAGUM, C. (1993), S. 9. 
36 Vgl. DAGUM, C. (1993), S. 9. 
37 Vgl. DAGUM, C. (1993), S. 12f. 
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SS9IIE 9d] CIA 


NVB6Z:FE:FO 6LOZ/LL/LO Je Alopegand Woy papeojumog 


O-VLVSZ-L€9-€-826 - JOM OANElq 


Merkmalssumme X 


M (F) bzw. M, (x) 


M_(F) bzw. M(x) 


v(F) = M,(F) - x(F) 
bzw. M(x) - x 


r(F) bzw. r(x) 


Lebensdauerverteilungen 


Verweilzeit 


durchschnittliche 
Verweilzeit 


Gesamtverweilzeit 


durchschnittliche Ver- 
weilzeit der 100 F % 
kleinsten Elemente 


durchschnittliche Ver- 
weilzeit der 100 (1-F)% 
größten Elemente 


mittlere, restliche 
Verweildauer 


Hazardrate, 
Ausfallrate 


Lebensalter 


Lebenserwartung im 
Alter 0 


insgesamt durchlebte 
Jahre 


durchschnittliches Ster- 
bealter der Personen, 
die vor Erreichen des 
x-ten Lebensjahres ge- 
storben sind 


durchschnittliches Ster- 
bealter derer, die das 
Alter xerreicht bzw. 
überschritten haben 


Lebenserwartung im 
Alter x 


"Force of mortality" 
"Sterbeintensitàt" 


Konzept der 
"relativen Deprivation" 


Deprivation als entgan- 
gener Nutzen 


maximale durchschnitt- 
liche Depr ivation eines 
Individuums bei 


_ fy-xfiiry>x 
d(x)={} firx<x 


durchschnittliches Aus- 
maß an Deprivation von 
Individuen mit Einkom- 
men x durch ein Indivi- 
duum mit Einkommen 
y>x, wobei 


_Syfiry>x 
dsni mT 


durchschnittliche indi- 
viduelle Satisfaction ge- 
genüber Individuen, die 
weniger als X verdienen 
mit 


_Syfirx>y 
~ | Ofirx<y 


ZEITVARIABLE EINKOMMENSEINHEITEN 


Sterbetafelbetrachtungen individuelles Einkommen 


individuelles Einkommen 


Durchschnittseinkommen 


Gesamteinkommen 


Durchschnittseinkommen 
der 100 F % kleinsten 
Merkmalsträger 


Durchschnittseinkommen 


durchschnittliches 
Überflußeinkommen 


001 


SS9IIE 9d] CIA 


NVB6Z:FE:FO 6LOZ/LL/LO Je Alopegand Woy papeojumog 


O-VLVSZ-L€9-€-826 - JOM OANElg 


L( 


> 


) baw. L(x) 


W(F) =) (1-F)+1(F) 


bzw. 


W(x) = f Edy 
0 


D(F)= 1-L(F) +*(5) (1-F) 


bzw. 


b 
x 


A(F) ER +L(F) 


bzw. 


A(x)= f = 
0 


Lebensdauerverteilungen 


Anteil der Verweilzeit 
der 100 F % kürzesten 
Elemente an der Gesamt- 
verweilzeit 


Anteil der bis zum Zeit- 
punkt x verbrauchten 
Zeit an der Gesamiver- 
weilzeit 


Anteil der ab dem Zeit- 
punkt x noch zu ver- 
brauchenden Zeit an 
der Gesamtverweilzeit 


bis zum Zeitpunkt x 
bereits entgangene 
Verweilzeit, ausge- 
drückt als Anteil an 
der Gesamtverweilzeit 


Sterbetafelbetrachtungen 


Konzept der individuelles Einkommen 
"relativen Deprivation" 


durchschnittliches Aus- 


Anteil der von den bis Anteil am Gesamtein- 


zum Jahre x Gestorbenen maß an Satisfaction kommen der 100 F % 
durchlebten Jahre an der eines Individuums mit kleinsten Merkmals- 
Gesamtlebenszeit Einkommen x, wobei trager 


0 füry>x 
(x,y) = X füry <x 
m x 


Anteil der bis zum Zeit- durchschnittliches Aus- Anteil am Gesamtein- 


punkt x durchlebten Zeit maß an Satisfaction kommen der 100 F % 
an der Gesamtlebenszeit eines Individuums mit kleinsten MMT sowie 
Einkommen x, wobei der größten MMT bis 


zur Stelle x 


S(x) = f “i 
0 


"Überflußeinkommen" 
als Anteil am Gesamt- 
einkommen 


durchschnittliches Aus- 

maß an Deprivation 

eines Individuums mit 

Einkommen x, wobei 
I-X fi 

d(x,y) -| i firy>x 

0 füry<x 


Anteil der zum Zeit- 
punkt x noch verblei- 
benden Lebenszeit an 
der Gesamtlebenszeit 


Gesamtverlust an Lebens- durchschniitliches Aus- "Fehleinkommen" bis 


jahren zum Zeitpunkt x, maß an Satisfaction zur Stelle x als An- 
ausgedriickt als Anteil eines Individumms mit teil am Gesamtein- 
an deningesamt zu Finkommen x, kommen 
durchlebenden Jahren wobei 


0 firy>x 
“> füry <x 


s(x,y) = | 


TOT 
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7. Kumulierte Lorenzkurven, daraus abgeleitete Disparitätsmaße und deren 
Verallgemeinerung 


Von der normierten inversen Verteilungsfunktion gelangt man zur Lorenzkurve , indem 
man Flächenstücke unter dieser Funktion sukzessive aufsummiert. Setzt man diesen 
Vorgang an der Lorenzkurve und den so konstruierten Kurven fort, erzeugt man 
Kurvenzüge, die im folgenden "kumulierte Lorenzkurve v-ten Grades" genannt werden. 
Dabei kann die Kumulation von unten oder von oben erfolgen. Die Funktionen sind 
deshalb von Interesse, weil sie enge Bezüge zu Minimum— bzw. Maximum—Mittel- 
werten von Ordnungsstatistiken aufweisen, die wiederum Bausteine von Disparitäts- 
maßen eines bestimmten Typus sind. Daneben vermittelt dieser Ansatz, der grund- 
legende Strukturen erkennen läßt, einen besseren Kenntnisstand von Zusammenhängen 
zwischen = und L(F). Die Verwendung eines allgemeinen Ansatzes verdeutlicht 


darüber hinaus, welche Wertungen auch der Verwendung der gebräuchlichen Maße, wie 
z. B. des Gini—Koeffizienten, inneliegen. 


7.1 Von unten kumulierte Lorenzkurven 


Die von unten kumulierte Lorenzkurve ist wie folgt definiert: 


F 


7) LO y= f LOI Mdg fir 0¢ F< 1 und v= 2,3... 
0 


mit LO ry = ur), LOF) = 2). 


x 
m 
LENF) ist für v > 1 eine steigende, konvexe Funktion mit iY (0) = 0. 


Die Funktionswerte selbst sind fiir v > 2 inhaltlich schlecht zu interpretieren. Sie lassen 
sich aber sowohl in Abhängigkeit von gewogenen Werten der normierten inversen Ver- 
teilungsfunktion als auch von gewogenen Werten der Lorenzkurve darstellen. Diese 
Darstellungsformen erhält man über eine unterschiedliche Anzahl hintereinander ausge- 
führter partieller Integrationen der Ausgangsdefinition. 
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Es gilt für v > 2 
F 


2) P= > Seay L(a)dg, 


fürv > 1 m 
13) Lp) = phy f (F-q)”"1 204) dai 


bzw. 


(4) LR) = Leo, u (F-a]" Bag 


Da die kumulierten Lorenzkurven (v > 2) sich selbst aus der Lorenzkurve ableiten 
lassen, übertragen sich die meisten der für einen Disparitätsindikator geforderten 
Eigenschaften?: Die Funktionswerte sind nichtnegativ. Einpunkt— und extreme Un- 
gleichverteilung markieren einen oberen bzw. unteren Grenzverlauf, der jedoch von der 
jeweiligen Kumulationsstufe abhängt. Proportionale Veränderungen lassen ily \F) 
konstant, die Addition eines positiven Merkmalbetrags zu jedem Beobachtungswert 
führt zu einer kumulierten Lorenzkurve, die oberhalb der alten liegt. Transfereigen- 
schaft sowie Verhalten bei Proportionalitätsprobe und Nullenergänzung bleiben erhal- 
ten.3 


Aus der Definition der kumulierten Lorenzkurven folgt LY Up) > LF) für v >? 2 
und 0 < F < 1, wie folgende Überlegung zeigt: 

Man betrachtet die Differenzfunktion DF(F) = LD (FJF a”) (F), die wegen F < 1 
stets kleiner gleich L(1)(F) - LNF) ist, und zeigt, daß DF(F) Werte größer gleich 
Null annimmt für 0 < F < 1. 


1 Vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M. (1989), S. 316 und ARNOLD, B. C. (1987), S. 82. 
2 Vgl. Kap. 2 und Kap. 3.2. 


3 Eine Normierung auf Ll A = 1 führt zu Lp) = ae Lp). Es ist dann 
Hi, Vv 
F 


Ul. y = 
LE F)= = f L” ajdi: Der Normierungsfaktor ist abhängig von der Kumulations— 
liv 
0 


stufe. Die Zusammenhänge zu Lorenzkurven vorgelagerter Kumulationsstufen sind also recht 
komplex. Einfache Beziehungen zu bereits bekannten Ergebnissen lassen sich daher nicht ableiten. 
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Es ist DF(0) = LO (o)o - L®)(0) = 0 und 


pr(1) = La - LA) = pa m]? 


Die Ableitung nach F ergibt PECE) _ (#2) (pp - Lp) > 0. 

Damit verläuft DF(F) für 0 < F < 1 im nichtnegativen Bereich, folglich auch 
LY Dry - LOE). 

Für den Fall v = 1 gelten die gleichen Überlegungen; die Ableitung 


(v-1) 
die) = Pe ist nichtnegativ. 


So ergibt sich als Schaubild: 
SCHAUBILD 9: Darstellung der von unten kumulierten Lorenzkurven 


4 Vgl. Form (7.7). 
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Die Fläche zwischen = und L(F) ergänzt sich zu cn. da die schraffierten Flächen 
oberhalb von ==. bis F, baw. unterhalb von > ab F, jeweils dem Wert des Schutz- 


koeffizienten entsprechen, sich also ausgleichen. Allgemein gilt für die Fläche zwischen 
zwei angrenzenden kumulierten Lorenzkurven: 


N 1 1 
(75) fia f oY yar =f FLAP far v>2 
0 0 0 


1 
und wegen L) = SLI par 
0 


1 1 
(76) fia f ar = a) - La). 
0 0 


D. h. diese flächenmäßige Darstellung findet (aufgrund der einfachen mathematischen 
Beziehungen) ihre Entsprechung in einer Streckendarstellung auf der nächsthöheren 
Kumulationsstufe. 


Für einen Vergleich zweier Verteilungen läßt sich in Analogie zur Lorenz-Dominanz- 
ordnung eine Ordnungsrelation über die kumulierten Lorenzkurven definieren, die zum 
Disparitätsvergleich herangezogen werden kann: 

Definition 7.1: Die Variable X mit der Verteilungsfunktion F(x) dominiert die Vari- 


able Y mit der Verteilungsfunktion Fy) gemäß der kumulierten Lorenzkurve v-ten 


Grades (X 4 v),wenn LL(F) < LE(F) für 0 < F < 1 und v > 1, 
L V 


Gilt LENF) < LEF) für 0 < F < 1, dann folgt LEY YF) < oO Yr) für 
0<F<1. 

Für v = 1 gelangt man zur Lorenz-Dominanzordnung, v = 2 entspricht einer Ord- 
nungsrelation, die ALZAID als "more lower Lorenz area"—Dominanz bezeichnet.5 Auf 
diese Ordnungsrelationen wird in Kapitel 9.4.3 weiter eingegangen. 


5 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 214. 
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Für die =; von Disparitàtsindikatoren in Form einer Kennziffer ist insbeson- 
dere der Wert LË (1), d.h. die Fläche unter 1(-1)(F) von Interesse: 


Darstellungsformen (7.2), (7.3) und (7.4) für F = 1 führen wegen der aus Kap. 4.2.1.1 
bekannten Schreibweisen der Minimum-Mittelwerte My ey direkt zu folgender grund- 
legenden Beziehung: 


(77) aos 1 cy o m = VO 1). 


In Analogie zu 


läßt sich dann allgemein das Disparitätsmaß F(X, v) herleiten: 


1 
(uay fr(v-l) _1-T(X,v) _ “hey 
(7.9) L\)(1) = J LY (F)dF SP = p 
was zu 
Prey 7 
(7.10) r (X,v) =1-—, y= 2,3... führt. 


m 


Diese Klasse von Disparitätsmaßen ist in der Literatur unter der Bezeichnung "ex- 
tended Gini—Index" bekannt, wobei v = 3 dem sogenannten MEHRAN-Maß’? 


H 7 Pig 


M = entspricht. 


Über (7.2), (7.3) und (7.4) für die Stelle F = 1 lassen sich danach alternative Dar- 


stellungsformen von T(X,v) erzeugen: 


6 Vgl. z.B. KAKWANI, N. (1980b), S. 444, YITZHAKI, S. (1983), S. 620 und YITZHAKI, S.(1991), 
S. 236. 


T Vgl. MEHRAN, F. (1976), S. 808 und NYGARD, F. / SANDSTROM. A. (1988), S. 30. 
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Aus (7.2) ergibt sich: 


1 
(1) = P(X,v)=1- (1) f (1-F)”? L(F)dF,8 
0 
und damit wegen 
1 1 
(7.12) f Pel) (LF) ar = f va-F)*lar=ı 
0 0 


die Darstellung von T(X,v) als gewogene Konzentrationsfläche: 


(7.13) T(X, v) = f (v-1) (1-F)”? [F-L(F)]dF. 
(7.3) führt zu einer Sona von T(X,v) mittels gewogener Werte der normierten 


inversen Verteilungsfunktion: 


1 
(714) (X= f [1 - va-F aE F. 
0 


oder wegen (7.12) zu 


v-1 
(715) TXw)= f |! re xP) ar. 
0 


Die Funktion J(F) = 1 - y(1-F)⁄ 1 ist streng steigend und konkav für 0 < F < 1: 


(7.16) GR) y-1) (1-FJP? > 0füro<F<1,v22, 


2 
SB) = v-1)(1-2)(1-F)"3 < 0 füro < F< 1, v? 2 
dF 
1 


Zudem gilt f l 1- y(1-F)⁄ jar = 
0 


8 Vgl. YITZHAKI, S. (1983), S. 620. 
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T(X,v) läßt sich, wie (7.15) zeigt, auch als Kovarianz interpretieren: 


(7.17) Te) = cor |a (1-F)Y"! |= pen. if. - 1-F) yar 


Schließlich führt (7.4) zu einer Interpretation, die als erweiterte GUMBEL—Darstellung 
aufgefaßt werden kann. 


H 


b b 
(7.18) r(X,v) = f [E@-L-F@ ae = f 1- eG - 
0 0 


b 
= f [1 - F(x) - (1 - Fz(x))Jdx mit X = 5 


d.h. T(X,v) kann demnach als Fläche zwischen 1 - Fo (x) und (1 - F(x)” gedeutet 
werden. !! Da fiir v < k [1-F(x)]” > [1-F(x)]* für alle x > 0 gilt, folgt T(X,v) < T(X,k) .12 


Aus (4.25) läßt sich zudem folgende Ungleichung herleiten: 


(7.19) (Xn) < vit 
(2v-1) 


9 Vgl. Kap. 4.1 und 4.2.1. 
10 Vgl. auch HANADA, K. (1983), S. 96: Vorschlag eines Gleichheitsindizes. 


11 Die mittlere Differenz zwischen kumulierten Lorenzkurvenwerten führt nicht, wie eventuell zu 
erwarten, zu einem Vielfachen von I(X,V), sondern lediglich auf eine Differenz zweier höherer 
T-Indizes. Es ist: 


i a 1 1 
SS LD E) - nq) |dgdr = 2 fi?) year - 2 fi (pyar 
0 0 0 0 


= an) (1) sagt) (1) = Zi- T(X,v)] - ——[1-T(x,v+1)]. 


cas 
Da ['(X,1) = 0 gilt, reduziert sich der Ausdruck fiir V = 1 sufi = 2K. 


12 Vgl. dazu Kap. 4.2.1. 
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SCHAUBILD 10: Darstellung von I'(X,v) 


Betrachtet man abgeschnittene Verteilungen F im Bereich 0 < F £ < F, < 1, so lassen 


sich Minimum—Mittelwerte höheren Grades y. (F oF) ausdriicken als 


1 
(7.20) mPp) S (1-P) x(#) dË mit F = pg v = 2,3... 
0 n € 


Da gilt x(F) = x(F), können daraus folgende Schreibweisen für v = 2,3... abgeleitet 


werden: 3 
n 
(7.21) Hy. (Feo F,) = ry { [F,-F]"!x(F)aF 
En 
(7.22) = SEL f | F - FY? [L(F) - L(F JJAF. 
| Fae | ne 


13 Vgl. Herleitung im Anhang. 
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Für die von oben und unten abgeschnittene Verteilung läßt sich T(X,v) dann wegen 
(7.21) in Abhängigkeit von Werten der Lorenzkurve ausdrücken: 


(728) rayos Allein = Paw Pety 


Hy (Fe , Fy) 
"n L(F)-L(F 
ten fre] [eta 
7 
“| Py Pe |) Fg 
L(F_) - L(F 
wobei p. 1(F pF) = oe das arithmetische Mittel der abgeschnittenen 
n 


Verteilung ist. 


Für v = 2 entspricht dies der Gini—Darstellung für abgeschnittene Verteilungen!4, 
für v = 3 erhält man eine Darstellung für das MEHRAN-Maf: 
F 

7 

(7.24) M(FgF)=1- ~t 0 [,FIL(F) - L(F IAP. 
2 
F_-F L(F_)-L(F 
| eyre |? [ oe ure ]F; 


Eine Erweiterung des Schutz—Koeffizienten "als längste Lorenzkurvensehne" kann auf 
unterschiedliche Art und Weise vorgenommen werden, je nachdem welches die jeweils 
betrachtete Grenzverteilung ist. Folgende Varianten bieten sich an: 


1. Man betrachtet LENF) gegenüber der kumulierten Lorenzkurve einer Einpunkt- 
F 

verteilung 15 v) y(F) = FY) (py = Som q” aq = + FY, v= 1,2... 
0 


mit FF) = 1. 


14 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 81ff, andere Bezeichnungen. 
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Als längste Lorenzkurvensehne wird dann definiert 
(7.25) S®) = RM) py - LY) Fy) — max. 


Als jeweils langste nis a ergibt sich dann fiir 
1 
v=1: Den, 


v=2: s(2) — jp) Fy - L@F)] — max 


PO) - L= Bai 


v=3: s(3) = jp@3)(p) - LOXF)| — max 


= FR) - 19 =4-:4=-% 


v24: m = pM) - May = POSA. 


D. h. dieser Ansatz liefert eine streckenmäßige Darstellung von > bzw. u und zwar in 


einer Interpretation als langste Lorenzkurvensehne. 


2. Analog dem Schutz—Koeffizienten S läßt sich aber auch an den kumulierten Lorenz- 
h. 
kurven der maximale Abstand zwischen (stets variierender) Diagonaler LF und 


i) (F) bestimmen und interpretieren: 15 


(726) s “= ie F- L)(F)| — max. 


Dieser Ansatz führt zu einer Stelle F, an der gilt uu ei IF): diese wird im fol- 


genden mit F bezeichnet. 
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Wie der Schutz-Koeffizient selber, so kann diese Erweiterung interpretiert werden als 
relativierte durchschnittliche Abweichung. Es ist: 


(7.27) Ar, En, 2 
1 
=} f uD) - tar = ‚fu (x) - DELI fx)ax. 1 
0 


Der letzte Ausdruck gibt die halbe durchschnittliche absolute Abweichung der 
L-1) (x)-Werte von ihrem arithmetischen Mittel wieder. 

Im Fall v = 1 gelangt man zu der bekannten Darstellungsform des Schutz—Koeffizi- 
enten. Für v = 2 Se. sich als maximale I i 


(7.28) SM) - -afu F) - art R f(x)dx 


D. h. LR wird in =. Zusammenhang als na Mittel der transformierten 


Werte L(x) interpretiert. 

7.2 Von oben kumulierte Lorenzkurven 

Analog der "kumulierten Lorenzkurve v-ten Grades" läßt sich eine andere Klasse von 
"höheren" Lorenzkurven erzeugen, die im Gegensatz zur "Kumulation von unten" an 


der Lorenzkurve mit einer "Kumulation von oben" ansetzt. Statt F wird 1-F = F , 
statt L wird 1-L = L betrachtet; die Lorenzkurve wird also um 180° gedreht. 


(7.29) i!) By = f p(y 1))(3) dq für alle 0< F = 1-F < 1, v = 2,3,... 


F _ 
und Lp) = fXag-1-1F)=L0) 
0 


Für v > 2 ist p{() )($) eine steigende, konvexe Funktion. 


16 ie = LU FA) ist die kumulierte Lorenzkurve in Abhängigkeit von x. 
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Folgende zu (7.2), (7.3) bzw. (7.4) analoge Schreibweisen ergeben sich: 


(30) IOIA = ap fa”? Lada 
0 


1 
baw. LE) = ry S (0P)? (1 - L(9)dg mit L@) = 1 - Lig), 
F 


F n 
es) ODG = piy S (Fay? aa 
0 


1 
Be OE wf an” (aq mit X(@) = x(a), 
F 


x(q=F) = 
(732) I= F 020, (Fa na 
x(q=0) 


x(1) 
baw. i) py = a-r - f Ir? E 
x(F) 


Auch hier läßt sich wieder eine Dominanzrelation definieren: 


Definition 7.2: "Die Variable X mit Verteilungsfunktion Fy dominiert die Variable Y 
mit der Verteilungsfunktion Fy gemäß der von oben kumulierten 


Lorenzkurve v-ten Grades no wenn LM > LELUT) 
für0 < F< 1° 


Der Fall v=1 entspricht der Lorenz-Dominanzordnung, für v = 2 gelangt man zu einer 
von ALZAID als "more upper Lorenz area" 1’-Dominanz bezeichneten Ordnung. 


17 ALZAID, A. A. (1990), S. 214. 
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An dieser Klasse von Kurven lassen sich Maximum-Mittelwerte von Ordnungsstati- 
stiken deuten, die wiederum Bausteine für eine von PIESCH1#19 vorgeschlagene Klasse 


von Disparitätsmaßen sind. 


Analog T(X,v) läßt sich T’(X,v) definieren als ein Disparitätsmaß, in das Maximum— 
Mittelwerte eingehen: 


bape b 
(7.33) (Kr) =. 


T'(X,v) ist im Gegensatz zu I'(X,v) ein nicht normiertes Maß. 
Da p. € vu”, läßt sich die auf das Intervall [0,1] normierte Klasse von Maßen 


i _ 1 ny È 


einführen. 
Der Spezialfall v = 3 in der normierten Version führt zu dem aus der Literatur bekann- 
ten PIESCH—MaB?!: 


(7.35) =, [7] 


Aus (7.30), (7.31) und (7.32) lassen sich aufgrund der Beziehung 


(7.36) i) F-ı) = zur _ rer) 


wiederum alternative Darstellungsformen von T’(X,v) gewinnen. 


18 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 131ff. 

19 Vgl. DONALDSON, D. / WEYMARK, J. A. (1980), S. 76ff; diskreter Ansatz. 
U 

20 Vgl. Kapitel 4.2.1.1. Es gilt D Hy = YH 


21 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 134, NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1985b), S. 401 und 
NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1988), S. 30. 
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Aus (7.30) ergibt sich 


1 

(7.37) P(X) = v-1) f (1-F)9? I(F)dF - 1 
i 

= uv-1) f FY? (1-L(F))dF - 1, 
0 


was wegen -(v-1) f F”"?(1-F)dF = -1 übergeht in 


0 
1 


T°(X,v) = {(v-1) fF""%(F-L(F))dF. 
0 


Aus (7.31) folgt 
1 


, _ _p-1xX(Fhap _ v-1x(F)ın_ 
(7.38) P(X) =v f(1- F) „dr l=v fF ar - 1. 


0 0 
1 


Da v [FU lar = 1, ergibt sich 
0 


1 
(7.39) PiXv)=V f Pre - 1]dF = cov (E, ve”! | 

0 
Die Funktion J(F) = vF” 1-1 ist stetig, streng steigend und konvex für 0 < F < 1, 
v? 2. 


Mit Hilfe von (7.32) kann schießlich eine alternative Erweiterung des GUMBEL— 
Ansatzes formuliert werden (mit b=x(1)): 
b 


(740) (Xv) =F fI(1-F(x)") - (1-F(x))]ax 
0 


b 
“id | F(x) - F(x)” Jax 
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SCHAUBILD 11: Darstellung von T’(X,v) 


Als Erweiterung der Glasser’schen Ungleichung ergibt sich aus (4.24) eine Obergrenze 
für (Xv): 


(7.41) AV. 
y2v-1 
3 F- F 
Für eine abgeschnittene Verteilung F = Ir, im Bereich 0 < F £ < F, < 1 läßt sich 
der Maximum-Mittelwert li (E oF) für v = 2,3,... ermitteln als 
F 
iy 1 
_ V r _ v- 
Ere] F 
Fr 
"O | F -F e -2 TLR.) - L(F)}dF.22 
-F F 
| né | 3 


22 Vgl. Herleitung im Anhang. 
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Damit berechnet sich der Wert von I’(X,v) für die abgeschnittene Verteilung als 


(7.43) P(Xv)(F5F,) = Bl - bi (For) 


Hy lFe > Fp 
_ v(v-1 ” È F i L(F_)-L(F) |ar 1 
[apr] P leer 


Für v = 2 gelangt man zu einer (alternativen) Darstellung von R bei einer abgeschnit- 


tenen Verteilung. v = 3 führt zur Darstellung von 2P(F oF n: 
F n | 
44 P — liscio na, a „25 F )- _i 
(7.44) (FaF) JE - FAIL(F_)-L(F)]dF - 5 


| Fyfe P | MEA | Fe 


* 

In Analogie zu s(v) bzw. S (v) v = 1,2,3... läßt sich ableiten als längste Lorenzkurven- 
sehne: 

1. Im Vergleich zu einer Einpunktverteilung: 


(ras) (4) = | MO) - FÜR) max 
F 
mit FM) (By = Som qdq = + F” für v = 1,2,3... . 
0 


Dieser Ansatz führt zu den Spezialfällen S fiir v = 1, R für v = 2 und 5 zZ für 
v=). 


Hoey = 
2. Im Vergleich zur Diagonalen mr ” 


Bari = Z 
(7.46) gal) _ | rP- LA E)| — max 
1 
1 -((v-1)),m _Fv:v | ag 
=i | il Nop) - er dF. 
0 
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lio. 
Für v = 1 ergibt sich wiederum S, für v = 2 stellt aT das arithmetische Mittel der 
Transformierten LIM) B(x) dar. 


Die Summe von [(X,v) und T’(X,v) führt zu der relativierten Differenz zwischen 
Pyy - Piw 
== 


Maximum— und Minimum—Mittelwert 


Zwischen P, M und R besteht die Beziehung 2P + M = 3R23, die sich über die Mittel- 
wertsdefinition der Indizes sehr schnell nachweisen läßt: 


Wegen Relation (4.17) für v = 3, r = 2 und v = 3, r = 1 gilt bei Differenzbildung der 
beiden Gleichungen 


(7.47) 23.3 7 241.3 E 3[H5.9 7 h.o] 
& 2[2P - w+ u] - 2u(1-M)=3 - 24-R 


#2P+1-1+M=SR. 


R ist also ein gewogenes Mittel von P und M. 


NYGARD/SANDSTRÖM haben für R, P und M Punktschätzer sowie Schätzer für 
deren Varianzen entwickelt und gezeigt, daß diese Punktschätzer asymptotisch normal- 
verteilt sind.24 GIORGI/PALLINI stellen ebenfalls Punktschätzer für R, P und M vor, 
die asymptotisch normalverteilt sind. Auf der Basis eines Monte-Carlo-Experimentes 
prüfen sie die Schnelligkeit der Anpassung an die Normalverteilung dieser drei 
Schatzer. 25 


23 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1988), S. 26. 
24 Vgl. NYGARD, F. / SANDSTROM, A. (1985a,1985b). 
25 Vgl. GIORGI, G. M. / PALLINI, A. (1987b, 1990). 
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ÜBERSICHT 6: Zusammenfassende Übersicht der in Kapitel 7 bisher vorgestellten 
Maße 


kumulierte Lorenz— LU) (E) 


Kuda. 
r(X,v) = a - = 


cv, (1-F 7)? 1) 


H 4-H. 
e un 
Hi 


by. 
M = I 
P1:1 


7.3 Der allgemeine Disparitätsindex I von PIESCH und MEHRAN 


T(X,v) und T’(X,v) bzw. T}(X,v) bilden jeweils eine Unterklasse einer von PIESCH?® 


und MEHRAN?’ vorgeschlagenen allgemeinen Form eines Disparitätsindexes 


1 1 
(748) I= f J(F) ae mit J(F) = V(F) - J 1-V(F)dF steigend in F . 


26 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 130ff. 
27 Vgl. MEHRAN, F. (1976), S. 805ff. 
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I läßt sich auch als Kovarianz und als gewogene Konzentrationsfläche darstellen: 


1 

(749) I= f Ve - 1)dF = con® V(R)) = vH) 
1 

(7.50) I= fSRIF- LaF 
0 


Über (6.23) läßt sich zudem ein Zusammenhang zu den in den Kapiteln 6.2 und 6.3 
vorgestellten Kurvenzügen herstellen: 
1 


1 
(7.51) I = f V(F)A(F)dF - f V(F)D(F)dF 
0 0 


Diese Maße erfüllen das Transferprinzip, wenn J(F) strikt steigend ist. Sie sind im Fall 
einer Einpunktverteilung null, sonst positiv. Proportionale Änderungen mit b>0 
lassen I konstant, da sich weder J(F) noch va ändern. Eine Verschiebung der Vertei- 


lung um a > 0 Einheiten (Y = a + X) führt zu einer Abnahme des Indexwertes. Dies 
läßt sich bspw. unter Anwendung des Satzes von HERZEL?8 nachweisen, wenn die 
normierten inversen Verteilungsfunktionen als Gewichtsfunktionen interpretiert 
werden, da Ly(F)< Ly(F) für 0 < F < 1 gilt. Allgemein führt eine 


un Y=a+bX mit a > 0 , b>O zu dem Zusammenhang 


ne m ) byl 
Iy = = fa 2 sp din = Erb Die Durchführung der 


RR läßt den Indexwert unverändert, da nur eine Abhängigkeit von 
der normierten inversen Verteilungsfunktion besteht. Bei Nullenergänzung ergibt sich 
ein Ansteigen des Indexwertes, was sich wiederum über den Satz von HERZEL 
nachweisen läßt. 


Es stellt sich die Frage, ob auch für I eine flächenmäßige Darstellungsform gefunden 
werden kann. Dazu soll eine allgemeine Darstellungsart der Kovarianz cov(Y,g(Y)) 


28 Vel. HERZEL, A. (1971), S. 31ff. 
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vorgestellt werden?9, wobei Y > 0 und g(Y) > 0 oder g(Y) < 0 über den gesamten 
Bereich [a,b] angenommen wird :30 


b b 
(7.52) cor(g(Y),Y)= f yel(y)fyly)dy - nyug mit ag = f glu)fy(u)du 
a 
g(x) fy(x) 
= = ba, F; He any - byl, 
g 
y 
g(x)fy(x) 
= F i = | 
3 fir, (y)dy mit Fly) i a: 
F(x) mit g(x) > 0 ist in der Literatur als "weighted distribution" bekannt und spielt in 
g(y)fy(y 
Kapitel 8 noch eine zentrale Rolle. Die Funktionen f(y) und f(y y) = a 


8 
weisen für g’(y) > 0 bzw. g’(y)< 0 für alle y genau einen Schnittbereich für Hg = g(y) 


auf. Damit schneiden sich Ey) und F,,(y) im Bereich (a,b) nicht. Ist bspw. Hg? 0 


und g’(y) > 0 für alle y, folgt fy(y) > f(y) = My > g(y). Da die Flache unter beiden 


Funktionen auf Eins normiert ist, kann gefolgert werden F(y) > Pty) füra < y <b. 


Entsprechend gilt für 


lg > 0 und g’(y) < 0: fyly) > f(y) Œ u, > Bly) = Fyly) < F (y) füra < y <b, 


EN : 
Hy < 0 und g’(y) > 0: fy(y) > f,(y) © Hu, < Bly) = Fy(y) < F (y) für a < y <b, 


er . | 
lig < 0 und g'(y) < 0: fy(y) > EN © Hy < Bly) = Fy(y) > F (y) füra < y <b 


Eine Übertragung auf I mit V’(F) > 0 für alle F führt zu zwei Ansätzen: 
1. Man setzt Y = V und g(Y) = x(V): 


F ist interpretierbar als Verteilungsfunktion F(F) einer in [0,1] rechteckverteilten Vari- 
ablen F. Folglich ist die Dichte f(F) = 1. Die Transformierte V(F) ist damit rechteck- 


29 Vgl. YITZHAKI, S. (1990), S. 167. 
30 Vgl. auch YITZHAKI, S. (1990). 
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V 
verteilt in [V(0),V(1)] und hat die Verteilungsfunktion F(V) = f f(V)dV, wobei der 
v(0) 
allgemeine Zusammenhang der Dichten f(F) = vH La gilt. Dies führt zu Hy = by: 
Damit ist (1) (F) 
V(1 V(F 
x(V EV) 
(7.53) covy) = f (FV) - F (V)]AV mit F (V)= J =e av, 
v(0) (0) * 


Wegen lg > 0 und g’(V) = x’(V) > 0 kann schließlich F(V) > Fa(V) für alle V gefolgert 


werden kann. 
Wählt man bspw. V(F) = 2F ergibt sich folgende Ausdrucksform für R in einem Schau- 
bild mit V an der Abszisse: 


(7.54) R = f[0,5V - 0,5 J an „JAV. 
0 0 


2. Man setzt Y = X und g(Y) = g(X). 
Umgekehrt ergeben sich dann Flächendarstellungen proportional zu I in einem Schau- 
bild mit der Variablen X an der Abszisse, d.h. letztlich analoge Darstellungsformen zur 


GUMBEL-Form von R. 


Folgende Spezialfälle sind bereits bekannt: 
x 
Fy(u) 
Lg()=Fx) >F,()=f Tix (du = Fyn)? = cov E) = iy Ry, 
a 


2. g(x) = Fy(x) =F 0) = S 17r xoda = F(x)” 
= cov(X, n = fyI(X,v), 
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3. g(x) = - [1-Fy(x)] = F (x) =J =o (udu = [1-Fy(x)]"1 
> cov(X, 80%) = Hy T(X,v), 


Me 
4 F (x) = sio (X, a _ ox 
g(x)=x= gl) = Rx u=L x (x) = cov( Go 


Wählt man X = = statt X, erhält man direkt Darstellungformen der Indizes. 


Für eine Auseinandersetzung mit alternativen Erweiterungsvorschlägen von R, bspw. 
von BERREBI/SILBER (1981), CHAKRAVARTY (1988,1990) oder BUTLER/ 
MCDONALD (1989) wird an dieser Stelle auf die Literatur verwiesen. 


Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0 
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM 
via free access 


125 


8. Die Korrelations-Lorenzkurven und einige Anwendungsmöglichkeiten 


Als eine Abwandlung der Lorenzkurven kann man die Korrelations—Lorenzkurven 
("concentration curves"!) verstehen. KAKWANI (1977/1980a) bespricht sehr ausführ- 
lich diese Kurvenzüge, deren Grundprinzip schon lange vorher, u.a. von BLITZ/ - 
BRITAIN (1964) vorgestellt wurde. Dieses Instrumentarium bietet eine Darstellungs- 
möglichkeit des Zusammenhangs zweier korrelierender Merkmale X und Y, wobei von 
einer funktionalen Beziehung zwischen X € [a,b] und Y = g(X) > 0 ausgegangen wird. 
Dabei werden kumulierte Größen betrachtet. ~ Verteilung von X, dargestellt über 


g(u)fy(u) 
F(x) wird die Verteilung von Y über F g(x) = ss Rau gegenübergestellt. F glx x) 


Pg 
entspricht dabei quasi der ersten E des Merkmals Y, welche jedoch 
nach der Größe von X kumuliert wurde. 
Da sich dieses Konstruktionsprinzip allgemein auf die Beschreibung des Zusammen- 
hangs zweier Merkmale bezieht, ist es naheliegend, daß es in der Regel nicht die Dis- 
parität eines Merkmals darstellen kann. Spezialfälle lassen sich jedoch ausnehmen. 


In Abschnitt 8.1 werden zunächst Grundbegriffe, wesentliche Eigenschaften und Theo- 
reme dieser Kurven sowie ableitbare Indizes eingeführt. Kapitel 8.2 befaßt sich dann 
explizit mit dem auch in der Literatur sehr ausführlich behandelten Thema der 
Variablenaggregation. Anschließend werden in 8.3 einige sehr unterschiedliche Anwen- 
dungsbereiche dieses Instrumentariums vorgestellt. Auf diesem Gebiet hat insbesondere 
YITZHAKI gearbeitet, der eine große Bandbreite von Anwendungsmöglichkeiten dieser 
Instrumente aufzeigt. 


8.1 Grundbegriffe und zwei wesentliche Theoreme 


Ausgangspunkt ist ein nichtnegatives Merkmal X im Intervall [a,b] mit der Vertei- 
lungsfunktion F(x) sowie ein Merkmal Y, welches aus X über eine Transfomations- 
funktion Y = g(X) hervorgeht. g(x) ist eine stetige Funktion mit g(x) > 0 für x > 0, 


I KAKWANI, N. C. (1980a), S. 157. 
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b 

deren erste Ableitung existiert.2 Mit u = f g(x) f(x)dx wird der Mittelwert von Y 
a 

bezeichnet. 


Man definiert 


(8.1) F(x)= L- S Blu) f(u)du mit F (a) = 0 und F, (b) = 1. 
a 


Für die Ableitung gilt: 


dF (x) 


82) — -= -—- = f(x) 2 0. 


In der Literatur3 ist die Verteilung £ (x) bzw. F(x) auch als "weighted distribution" 
bekannt und ist Basis einer Vielzahl von Anwendungen. Mit g(x) = x ist F(x) = L(x): 
Die Beziehung zwischen F,[g(x)] und F(x) wird als Korrelations—Lorenzkurve ("con- 


centration curve") der Funktion g(x) bezeichnet.4 


F 
(8.3) F (Fx) = i = dF mit F,(0)=0 und F (1)=1. 


Zur Herleitung wird das normale Graduationsschema um einen Schritt erweitert: Nach 
der Inversion wird x(Fy) in g(x(Fy)) transfomiert, einen Kurvenzug, der nicht 


zwingend steigend ist. Das Merkmal Y = g(X) wird nach der Höhe der Merkmalsaus- 
prägungen von X und nicht von g(X) kumuliert. Der Funktionswert F (Fx) gibt den 


Anteil an der Merkmalssumme von Merkmal Y = g(X) an, den die Fẹ -100% kleinsten 


Merkmalsträger des Merkmals X auf sich vereinigen. 


2 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 157. 


3 Vgl. PATIL, G. P. / RAO, C. R. (1977 und 1978) sowie PATIL, G. P. / RAO, C. R. / ZELEN, M. 
(1988). 


4 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 157. 
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Wegen (8.3) ist dann 


dF_[Fy(x)] dF (x) 
X dx x 
8 = = > 0.5 
69 ig Ea» 
Das Vorzeichen der zweiten Ableitung hängt davon ab, ob g(x) steigend oder fallend 
ist: 
dF (Fy) 
X 
2 d hr 
d°F_[Fy(x)] 
X _ X dx _ x 1 
(8.5) —_ u x dF, i E(x) 
dF, (x X g 


Da g'(x) = dg(x) auch das Vorzeichen der Elastizitàt Mex” g’(x) AO) bestimmt, läßt 
sich die Aussage treffen, daß F g(Fx) genau dann konvex [konkav] ist, wenn Te x > 0 


[n x $ 0] für alle x > 0 ist. 


8; 


Im Gegensatz zur Lorenzkurve ist F [Fx] also nicht zwingend konvex, da die Kumula- 


tion des Merkmals Y = g(X) nach der Größenordnung des Merkmals X vorgenommen 
wird. Dieses Prinzip — eine Variable wird gemäß der Größenordnung einer anderen 
kumuliert bzw. weiterverarbeitet —, ist sehr allgemein und eröffnet daher eine Vielzahl 
von Anwendungsmöglichkeiten.® 


Als geeignetes Flächenmaß für die Korrelationsmessung definiert KAKWANI 


(8.6) C,=1-2 f F (x) f(x)dx ‚7 


0 
1 1 
(8.7) =1-2 J F (Fy)dFy = 2 J [Fy - F,(Fx)]dF x, 


5 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 158. 


6 In Analogie zu GL(F) von SHORROCKS (Vgl. Kap. 3.3) kann auch hier wiederum eine absolute 
bzw. nicht normierte Version von F (Fy) betrachtet werden. Vgl. YITZHAKI, S. / OLKIN, I. 


(1991), S. 386f. 
7 Vgl. KAKWANI, N. C. (1977), S. 721 und (1980a), S. 175. 
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Ce läßt sich als Kovarianz zwischen etx) und 2F.y(x) interpretieren.8 Die Partielle 
8 
Integration führt zu: 


u 


(88) Cy=1-2 |F, FR] - l E Fx) f(x)dx | 


= f E or (x) f(x)dx - 1 
0 


-= f (a [ 2Fy (x) - 1] fy (x)dx 
0 8 


C, ist ein Korrelationsmaß, welches den Wert Null annimmt, wenn g(x) und F(x) 


nicht korreliert sind, d.h. sich die Flächenstücke unterhalb und oberhalb der Diagonale 
F, = Fy ausgleichen. Bei einer proportionalen Änderung von g(x), g*(x) = bg(x), 


b > 0 bleibt Ca konstant. 


Der Gini—Koeffizient Ry mit Y = g(X) ist formulierbar als: 


(8.9) Ry = Cov a 2F (g(X)) 


so daß gilt: 


(8.10) C 


8 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 173. 
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@ 
2 
Wegen Var Fy(x) = Var Fy(g(x)) = f F(x)? f(x)dx - 5 = n läßt sich schreiben 
0 


Cov (g(x) , Fy(x)) / [Var g(x) + Var Fy(x)}°” 


8.11 C = Rx, 
m B Cov (803), FYE [var g(x) - Var Fy(g() Y 


2 _ P(8(x), Fx(x)) È 
IT pe Fy (809) Y’ 


wobei p der Korrelationskoeffizient nach Pearson—Bravais ist. 


Im Extremfall g'(x) > 0 für x > 0 gilt p(g(x), Fy(x)) = p(g(x), Fy(8(x)), 


was bedeutet, bei X und g(X) ordnen sich die Merkmalsträger in gleicher Reihenfolge , 
so daß Ce = Ry ist. 


Für g'(x) < 0 für x > 0 ist p (g(x) ,Fy(x)) = - lex) , Fy(g(x)), d.h. x und g(x) ord- 
nen sich die Merkmalstrager in umgekehrter Reihenfolge. Og nimmt in dem Fall den 


Wert -Ry an. Folglich variiert Ce im Bereich - Ry <C g < Ry „9 


Ein Ansatz für die Aggregation von k Sektoren mit g(x) = g(x) = g;(x) und 


a <a < b; < b läßt sich aus der Kovarianzstruktur schnell herleiten 


b 
h.h. 
(8.12) C,=Eh 1 C, + Sd f g(x) [2F.(x)-1] f(x)dx. 
E j 1 & i#j Hg > J 


Beide Summanden können ein positives oder negatives Vorzeichen haben. Mit 
g(X) = X gelangt man zu Zerlegung B des Gini—Koeffizienten.!! 


9 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 175 und PIESCH, W. (1975), S. 76. 
10 Vgl. Herleitung im Anhang. 
11 Vgl. Kap. 4.7. 
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Eine Verallgemeinerung von Cp schlägt YITZHAKI!? in Analogie zu T(X,v) vor: 


a. My ~ Ele(X,. 
(8.13) T(Y,X,v) = cov( g(X) _ ue e 
m X m 
g g 
1 
-1 
mit E[g(X,.,)]=v f g(x(Fy)) (1-Fy)” dFy.1! 
0 
Entsprechend läßt sich analog T’(X,v) auch eine andere Verallgemeinerung von Cg 
entwickeln: 
E(g(X,,,)) - u 
(8.14) P(Y, Xy) = cov( E&L ur, (I) = Ur E 
m X m 
8 g 
1 
. -1 
mit E(g(X,,,))=v f s(x(Fy)) Fy” (dFy.!4 
0 


Die relative Korrelations—Lorenzkurve (oder "relative concentration curve")!5 von 
Y = g(X) mit Bezug zu Z = g (X) ist definiert als Gegeniiberstellung von F(x) und 


F g (x) für japi x oder äquivalent F (Fx) versus Fg (Fx) fir gleiches Fy 
F glF g wobei an g (x) die gleichen Ansprüche gestellt werden wie an g(x). 


Die Steigung von PF," ist positiv. 


en “ii een a, al 


12 Vgl. YITZHAKI, S. (1991), S. 236. 

13 Vgl. Kapitel 4.2.1.1. 

14 Vgl. Kapitel 4.2.1.1. 

{5 Vgl. HAINSWORTH, G. B. (1964) und PFAHLER, W. (1985). 
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Das Vorzeichen der zweiten Ableitung hängt von der Differenz der Elastizitäten 


*) 
n,.= g'(x) X _ und nr =g (x) wabi 
8X g(x) & X g (x) 


dF_[F_*(x)] 
2 *(x d af 
(8.16) cli = tre, 


dF,*(x) 
ale. ge) | P 
5 pa "BEER 
g (x) f(x) 


Ax TEA) 8 (x) -g (x) atx) 
_ a _ 
n, f(x) g(x) g (x) | 


un e He a He, ty | ex” "x | 


= (x) "g g(x) 


Die relative Korrelations—Lorenzkurve ist also genau dann konvex, wenn die Elastizität 


Te x 


Ne Merz 
Betrachtet man den Spezialfall g’(x) > 0 und g*(x) = x, entspricht das einer Star- 


in jedem Punkt x größer ist als Mo” E 
fiir x > 0 ist gleichbedeutend mit ak nichtfallend für x > 0.17 


shaped—Beziehung: 

Aus g’(x) > 0 folgt g(x(F)) = y(F); 

also ist 

=1 für alle x > 0 + EC) nichtfallend für x > 0 


4 Sr ehe fird <P S148 


Te x > Mx x 


16 Vgl. KAKWANI, N. C. (1977), S. 720 und (1980a), S. 161. 


b b 
* 
17 Es gilt dann allgemein fe ax > fe Dar 
a H a Her 


vgl. PATIL, G. P. / RAO, C. R. (1978), S. 184. 


Ist also beispielsweise " X nichtfallend in x > 0", folgt daraus R < y? 


F(x) 
18 Vgl. Kap. 3.1. 
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Die Lorenzkurve selbst ergibt sich, wenn g(X) = X und g*(X) = 1 gesetzt werden. 


Dann ist ug =H., He SL; le x = 0 und yx = 1; Die erste Ableitung geht iiber in 


eaweite entsoricht Sela _ 1_x 
, die zweite entspricht a = ix To) [1 - 0] = ata): 
E 


Elm 


Es gilt F(x) = F(x); wenn g(x) = bg*(x), b > 0. 

Ist die relative Korrelations—Lorenzkurve Fy (Fg) konvex, dann gilt F(x) > Fg+(%) für 
alle x und damit F(Fx) > F (Fy) für alle Fy, d.h. die Korrelations-Lorenzkurven 
ordnen sich. Diese Aussage ist Inhalt des 1. Theorems von KAKWANI!9. 


THEOREM 1: "Die Korrelations-Lorenzkurve der Funktion g(x) F (Fy) liegt über 
* 
(unter) der der Funktion g (x) Fox(Fx); wenn 1, x kleiner (größer) ist 


als Ne x für alle x > 0.20 


Die erweiterte Formulierung in Theorem 8.1 von KAKWANI (1980), die eine Um- 
kehrung des Theorems beinhaltet, ist nur unter der Einschränkung zulässig, daß man 
eine Menge von Funktionen betrachtet, für die über den gesamten Bereich von x ent- 


* * ` 
weder Ng x > n p oder 7. <7 gilt. 


E EXT BE x 
Untersucht man dagegen Verteilungen, für die eine einheitliche Relation zwischen Mo x 


und Ne x über den gesamten Bereich von x nicht vorliegt, läßt sich Theorem 1 nicht 


umkehren, wie ein Gegenbeispiel zeigt: 


* 
x - 0,8)? + 0,1 und g (x) = 1. x sei rechtssteil dreieckverteilt 


Betrachtet wird g(x) = ( 
> = pg. für x > 0,8 und n <0=7% für x < 0,8.Die 


in [0,1]. Es ist 7 


8.x EX g x 
Korrelations—Lorenzkurve verläuft jedoch für alle Fy € (0,1) oberhalb der Diagonalen: 
2 
F 


-WTX 32a Is, 7 
(8.18) F (Fx) = 73 | a HK +m Fx | > Fx: 


19 Vgl. KAKWANI, N. C. (1977), S. 720. 
20 Vgl. auch IYENGAR, N. S. (1960), S. 884f. 
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d.h. allein aus der Lage der Korrelations-Lorenzkurven zueinander kann noch nicht auf 
die Größe der Elastizitäten geschlossen werden, was eine wesentliche Einschränkung 
der Anwendungsbedeutung der Korrelationskurven darstellt. Ist jedoch F(Fy) durch- 


gehend konvex bzw. durchgehend konkav, muß eine eindeutige Größenbeziehung zwi- 


schen Ng a und 7 vorliegen, d.h. in diesem Fall ist ein Rückschluß möglich. 
? g ‚x 


Zwischen F [Fx] und Ly(Fy) besteht folgende Beziehung: 


THEOREM 22!: "Wenn die Funktion y = g(x) eine strikt positive Ableitung g (x) für 
alle x > 0 besitzt, stimmen FCF x) und L,(F\,) überein". 


Wegen fy(y) = | h(y) | fy[h(y)] mit x = h(y) als Umkehrfunktion von y = g(x) 
gilt für y = g(x): 
Xo Yo 
(8.19) Fy(x)= ffx(Wdu = f fy(h(y)) dy = Fy(y,) 
0 0 
und 
*o x) f(x o (y) 
(8.20) F(x.) = f a f d = : dy = Ly(y,) 
0 0 


Eine strikt negative Ableitung führt zu einer entgegengesetzten Ordnung der Merk- 
malswerte, FolFx] entspricht dann 1 - Ly(1-Fy)?? 


Xo o 
(8.21) Fx(x)= ffx(M& = f fy(y)dy =1-Fy09) 
0 Vo 


O 
(8.22) F(x.) = J ik = 


21 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 162. 
22 Vgl. PIESCH,W. (1975), S. 76. 
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In einer Übersicht sollen abschließend noch einmal einige Spezialfälle zusammengefaßt 
werden. 


ÜBERSICHT 7: Lage der (Korrelations—)Lorenzkurven für verschiedene Trans 
formationsfunktionen g(x) und g*(x) 


y(x) > 0, g*(x) > 0 +) = Ly(Ly+) konvex L,(F) < Lya(F) 


7 


ga?” 


gtx? 0 


p(x) > 0, g*’(x) > 0 FF») — Ly(Lpe) konkav Ly (F) > L,+(F) 


I< Tp x < "g* x 


(x) > 0, g*(x) < 0 F(F,+) = L,(1-Lys) konkav | L,(F)>1-Lpa(1-F) 


„> O> Net x 


B(x) < 0, g* (x) < 0 FF») = 1-L,(1-L,s) konvex 


O> Ny x? Ngt,x 


(x) < 0, g*°(x) < 0 F (Fx) = 1-Ly(1-Ly4) konkav 1-L,(1-F) > 


0>n * x >n 1-L,+(1-F) 


E BX 


p(x) < 0, g(x) > 0 F (F+) = 1-Ly(Lg+) konkav | 1-L,(1-F) > Lyx(F) 


7 


ga <0<7 


ghx 
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8.2 Variablenaggregation und Interpretationsmöglichkeiten einzelner Komponenten 


Für die Variablenaggregation ist schließlich das dritte Theorem von KAKWANI?? von 
Bedeutung. Angewendet werden diese Überlegungen in der Literatur z. B. bei der Zer- 
legung von Haushaltseinkommen in verschiedenen Einkommensarten?? oder von Kon- 
sumausgaben für verschiedene Konsumzwecke?5. 


k k 
THEOREM 3: "Wenn Y = g(X)= X gi(X) mituy,= E u, , 
i=1 E i=] Bi 


k 
il F =} F hi 
dann gilt Me g(x) = Hg, ge) 


Überlegung: Es ist 


X x k 
(8.23) Hy F(x) = f sta) fy(u)du = f = g.(u) fy(u)du 
a a 
e nF 
"i. J g;(u) f(u) el g(*) 


Betrachtet man g(X) = X geht F(x) in Ly(x) über. Da L, (F) < F, (F) folgt 


k "g; k 
(F)= 2 ELE) 2 
i=1 #X Ši i= 


X 


23 Vgl. KAKWANI, N. (1980a), S. 163. 

24 Vgl. STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1986 und 1988) sowie PODDER, N. (1993 
25 Vgl. YITZHAKI, S. / THIRSK, W. (1990). 

26 Vgl. RIETVELD, P. (1990), S. 189 und SATCHELL, S. E. (1987), S. 323ff. 
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D.h. die Lorenzkurve des Aggregats liegt an jeder Stelle F nicht unterhalb des kleinsten 
Lorenzkurvenwertes, den eine der Summenvariablen aufzuweisen hat.?? 


Aus (8.24) läßt sich eine Zerlegung für den Index C E ableiten: 28 


b b 
k 
Me f F „(x) f(x)dx = 2 uy, f B (x) f(x)dx 
i=l “i 1 
a a 
1-C sia 
= H = H 
[m] a 
k Pg 
8.26 = C = I — C,; 
ee) 8 ini Hg 6; 


d.h. Cs ist ein gewogenes Mittel der C g. 
i 


k 
Ist g(X) = X und Y, = g(X), also X = a g;(X) , gilt damit folgende 


i 
Variablen—Zerlegung für den Gini-Koeffizienten Ry: 


(8.27) Ry = 2 


27 Vgl. ausführlich dazu Kap. 9.3.3. 
28 Vgl. KAKWANI, N. (1980a), S. 175. 


29 Vgl. PYATT, G. / CHEN, C.— N. / FEI, J. (1980), S.457 und NYGARD, F. / SANDSTROM, A. 
(1981), S. 167f. 
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C 
Dabei kann das Verhältnis K als Korrelationskoeffizient?? interpretiert werden. 
Ši 


Ry ergibt sich also als gewogenes Mittel der Gini—Koeffizienten Rg zuzüglich einem 


nichtpositiven Ausdruck: 


(8.28) tin bs ce di 
8.28 R =: — In IE en < X —R_ 3, 
Ko Bi in x Bi yx Bi 


Ist g,’(x) > 0 für alle i = 1 ...k, gilt C ha Rg. In diesem Fall liegt der Wert von Ry 
i i 

zwischen dem des kleinsten und dem des größten Gini—Koeffizienten der Summen- 

lieder R_: 

glieder E; 


8.29 Min R, < Ry < Max R, .22 
ee PBX 8 


Im allgemeinen Fall gilt 


k # 
(8.30) nn: +3 i, -R_)< Ry < Max R +3 ic -R IS, 
Bi i=1Px 8; x i 5i i=1#x 5 i 6; 


gegebenenfalls ist Ry also sogar kleiner als Min Rg” 
1 1 


Für die erweiterten Indizes F(X , v) und r(x , v)34 lassen sich, wie (8.31) und (8.32) 
k 


zeigen, analoge Zerlegungen ableiten [mit Y, = g.(X), X = X g.(X)]. 
i=] 


30 Vgl. SCHECHTMAN, E. / YITZHAKI, S. (1987), S. 210: "Measure of association". 

31 Vgl. KAKWANI. N. C. (1980a), S. 179. 

32 Vgl. KAKWANI, N. C. (1980a), S. 176. 

33 Vgl. "umgekehrte" Aussage für die Sektorenaggregation. Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 209. 
34 Vgl. Kapitel 7. 
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_ X v-1 
(8.31) T(X, v) = Cov[ me u(l-Fy) |] 
v-1 
k FE; Cov[Y,, _ X1-Fy)"” 1] Cov| Yi = Ay) ] 
ist PX Cov[Y,, - vi-Ry )” 4 He, 
l 
k Pg. 
ir a 
bzw. 
' X v1 
(8.32)  T{X, v) = Cov Es UF 
hy X 
v-1 
k ee cov Y; | Fy”? i pei ) 
= L a 
i=l X v-1 u 
cov[YeFy | 8; 
k Be ' ' 
=Y —+-R(Y.,X,v)-T(Y,,v). 
i=1 X i i 


R(Y,, X, v)36 bzw. R(Y,, X, v) können als erweiterte Korrelationskoeffizienten inter- 


pretiert werden, da hier ein nicht normiertes Korrelationsmaß ins Verhältnis zu einem 
Streuungsmaß gesetzt wird.37 

Diese Korrelationskoeffizienten haben eine Reihe von Eigenschaften38, die mit solchen 
des Pearson’schen Korrelations— oder des Spearman’schen Rangkorrelationskoeffizi- 


35 Vgl. YITZHAKI, S. (1991), S. 236 und LERMAN, R. I. / YITZHAKI, S. (1984), S. 367. 


36 Vgl. SCHECHTMAN, E. / YITZHAKI, S. (1987), S. 210, LERMAN, R. I. / YITZHAKI, S. (1985 
S. 152 sowie YITZHAKI, S. (1991), S. 236. 


37 Vgl. YITZHAKI, S. (1991), S. 236. Er bezeichnet cov(Y.,-(1-Fy Y als "extended Gini varia— 
i 


bility index" und cov Y,,-(1-Fy)” 1) als "extended Gini covariance". 
38 Vel. fiir R(X,Y,1) SCHECHTMAN, E. / YITZHAKI, S. (1987). 
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enten übereinstimmen. Beim Pearson’schen Korrelationskoeffizienten werden zwei 
metrische Merkmale betrachtet, beim Spearman’schen Rangkorrelationskoeffizienten 
gehen die Merkmale über Ränge ein, d.h. werden "ordinalskaliert verarbeitet". Hier ist 
eine "Komponente" metrisch, die andere geht über Verteilungsfunktionswerte ein.39 Im 
Fall einer bivariaten Normalverteilung von X und Y, stimmen R(Y; ,X,1) und der 


Pearson’sche Korrelationskoeffizient überein. 4° 


R(Y,, X, v) bzw. R(Y,, X, v) nimmt Werte im Intervall von -1 bis 1 an. Sind Y, und 
Fy nicht korreliert, ist der Koeffizient Null. Ist g;(x) monoton steigend [fallend], wird 
der Grenzwert + 1 [- 1] erreicht, da Py (yj) = Fy(x) [1 - Fy 0) = Fy(x)] ist4!. 


* 
Lineartransformationen von Yi der Form Yi =a+b Yi > 0 mit b > 0 lassen die 


Korrelationskoeffizienten unverändert. 42 
R(Y;, X, 2) läßt sich in eine von RAVEH‘? vorgeschlagene Familie von 


"Monotoniemafien" "for measuring monotone association"44 einordnen, der auch z. B. 
Kendall’s 7 oder der Spearman’sche Rangkorrelationskoeffizient angehören. 
MULIERE/PETRONE schlagen den Spezialfall R(Y.,X,2) mit g;(x) = E(Y,|X = x) 


als Maßstab für die Messung monotoner Abhängigkeit vor.45 


R(Y,X,2) wird von RAVEH zudem als Maßzahl für das Ausmaß an Konvexität (bzw. 
Konkavitat) einer geordneten Reihe (bspw. einer Zeitreihe) vorgeschlagen. 46 Betrachtet 


39 Vgl. YITZHAKI, S. / OLKIN, I. (1991), S. 382f. 
40 Vgl. YITZHAKI, S. / OLKIN, I. (1991), S. 383. 


41 Weitere Erläuterungen zu Eigenschaften finden sich bei SCHECHTMAN, E. / YITZHAKI, S. 
(1987). 


42 Vgl. STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1988), S. 321. 
43 Vgl. RAVEH, A. (1989b). 
44 RAVEH, A. (1989b), S. 1415. 


45 Vgl. MULIERE, P. / PETRONE, S. (1992). Sie entwickeln daneben sogenannte "monotone de 
pendence functions", deren Bausteine Lorenzkurven— und Korrelations—Lorenzkurvenwerte sind. 


46 Vgl. RAVEH, A. (1989b), S. 1415ff. 
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man erste Differenzen von Zeitreihenwerten d, = Ve bezeichnet er die Zeitreihe 
genau dann als konvex, wenn diese Differenz monoton steigend ist. In dem Fall ist auch 


R(d,t,2) = cov d,F t 


a positiv, da d mit t tendenziell zunimmt.47 


R(Y;,X,1) kann daneben als Verhältnis zweier durch die Kleinst—Quadrate—Methode 
* 

ermittelter Schatzer fiir die Steigungskoeffizienten by und by. interpretiert werden, 
1 1 

die aus folgenden linearen Ansätzen Yi(Fx) — ay. + oyi + ay, und 

* * * 
Yy) = ay. + N + ty hervorgehen: 
Es ergibt sich dann 


cov(y;,Fy)/VarFy 


an 
(8.33) = sorte py VEF — R(Y;,X,2). 


Uber die Zerlegung des Gini—Koeffizienten bei der Variablenaggregation kann man die 
Frage beantworten, inwieweit sich Ry ändert, wenn sich eine Komponente Yi propor— 


tional ändert. Bspw. könnte man verschiedene Einkommensarten betrachten, wobei 
* 
eine Art um eY; erhöht wird: Y; = (1 + e) Y;,e > 0. 


Da R g. und R(Y,, X, 1) bei proportionaler Änderung konstant bleiben, wirkt sich die 
l 


proportionale Transformation über ein geändertes Mittelwertverhältnis aus. Es ist dann 


8; 
(8.34) Ry -Rg =e— (C, - Ry). 
neu alt Hg 6; 
He. 
sua (R(Y;, X, 1) - R, - Ry) 


47 Vgl. RAVEH, A. (1989b), S. 1418ff. 


48 Vgl. die ausführliche Herleitung bei STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1986), 
S. 737ff. 
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Der Wert Ry verringert sich auf jeden Fall dann, wenn R(Y,, X, 1) negativ ist. Eine 
notwendige Bedingung fir ein Absinken von Ry bei positivem R(Y,, X, 1) ist 


R. < Ry.49 
8; X 


Eine alternative "Zerlegung" von T(X,v) bzw. T’(X,v) führt zu Komponenten, die 
YITZHAKI als erweiterte Gini-Regressionskoeffizienten Ø bzw. erweiterte Gini— 
Elastizitàten 7 bezeichnet und interpretiert | mit X > X Yi].50 


Es ist 
v-1 


(8.35) T(X,v) Circo, nr.) T(X,v) 


Analog ist 


(8.36) P(X w) = 2 — A_C TX) 
i=1cov(X , vF 


k 
=% P(Y,Xv) - DX) 
i=1 


i= 


Der Spezialfall Vv = 2 ergibt die bekannten Komponenten 


Ch 
B: B: . 
A(Y;,X,2) = B'(Y;,X,2) = a und MY;,X,2) = 7 (Y;,X,2) = Re 


49 Vel. STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1986), S. 726 und LERMAN, R. I. / 
YITZHAKI, S. (1985), S. 152 sowie STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAK], S. (1988) für 
einen erweiterten Ansatz. 


50 Vgl. YITZHAKI, S. (1991), S. 236. 
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Der Ausdruck AY; ,X,2) kann dabei als Wert fiir ein gewogenes Mittel der marginalen 
Bedeutung jeder einzelnen Komponente Y; an der Gesamtsumme X = Y Y; interpre- 


tiert werden.5! 


In diskreter Schreibweise ergibt sich: 


n 
> y (y.(x.) - y.(x,)) 
(8.37) b, = keh jakti I : 
° i n n | 
> X X. -X 
k=1 jekti1 3 È 
303 4a LEI a 
_ X. - X „jr 
k=1j=k+1 $F (x - x) j 
k=1 j=k+1 
n n 
ata “ijk Oj 


Wie der letzte Ausdruck zeigt, kann b; als robuster Schätzer des Steigungskoeffizienten®5? 
einer Geraden Yi auf X interpretiert werden54, der sich als gewogener Durchschnitt aller 


Steigungen zwischen den einzelnen Beobachtungswerten IM; ik ergibt. 


b; ist ein konsistenter Schätzwert für VA Fx) der Grundgesamtheit; seine 


Verteilung strebt für großes n gegen die Normalverteilung.55 


51 Vgl. YITZHAKI, S. / THIRSK, W. (1990), S. 9. und STARK, O. / TAYLOR, J. E. / 
YITZHAKI, S. (1986), S. 739. 


52 Vgl. STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1986), S. 739. 
53 Vgl. OLKIN, I. / YITZHAKI, S. (1992), S. 186. 

54 Vgl. OLKIN, I. / YITZHAKI, S. (1992), S. 186f mit Herleitung. 

55 Vgl. YITZHAKI, S. / OLKIN, I. (1991). 
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In Verbindung mit Kleinst-Quadrate-Schätzern eines linearen Ansatzes kann b; zudem 


als das Verhältnis von zwei Steigungskoeffizienten aufgefaßt werden: 


b 
a) r _ Cov; Mo. Fy)  Cov(Y; , Fy) / Var Py Yi 
l i Cov (X , 2 Fy) Cov(X,Fy)/ Var Fy -by : 


wobei by. bzw. by Schatzer fiir die Steigung zweier Regressionsgeraden angeben, die 
i 


nach der Methode der kleinsten Quadrate aus den Ansätzen 


werden. 56 


m 

Der Ausdruck n(Y;,X,2) = ARD wird in der Literatur? als gewogene durch- 
Bi 

schnittliche Gini—Elastizitat bezeichnet: 

Ähnlich wie bei einer Elastizität wird f als gewogenes Mittel der marginalen Bedeu- 

tung von Yi für X in Beziehung gesetzt zur durchschnittlichen Bedeutung von Y, für 


Ho. 
X: "a , so daß MY;,X,2) als "weighted average ... elasticity"59 interpretiert werden 


kann. 


Ein zusammenfassender Überblick über die Komponenten der Zerlegung soll dieses 
Kapitel abschließen. 


56 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 104. 

57 Vgl. YITZHAKI, S. / THIRSK, W. (1990) und YITZHAKI, S. (1991). 

58 Vgl. STARK, O. / TAYLOR, J. E. / YITZHAKI, S. (1986), S. 726 und 739. 

59 Vgl. YITZHAKI, S. / THIRSK, W. (1990), S. 9 und YITZHAKI, S. (1991), S. 236. 
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ÜBERSICHT 8: Zusammenfassender Überblick über Komponenten der Zerlegung 
von I(X,v) und I’(Y,v) 


Bezeichnung analog I'(X,v) 80 analog [’’(X,v) 


"erweiterte P(Y,X,v) T’(Y,X,v) 


Gini—Kovarianz" =cov( = ,-U1-F je) Ze 
u x Hy 


erweiterter _ I(Y,X,v) j _ I’(v,X,v) 
Gini-Korrelations— RAY) = (Y,v) RODE (Y,V) 


Koe ffi zient 


erweiterter P(Y,X,v)py P(Y, X, v) py 


Gini-Regressions— Äv,X,v) = ex ra B'(Y,X,v) =- TITTEN 
Koeffizient (Xiu) Px (a) By 


erweiterte AED ; _ Py x 
Gini-Elastizitat MY XV) = ey TORY Sexy) 


8.3 Ausgewählte Anwendungsbereiche der Korrelations—Lorenzkurven 


Das allgemeine Konstruktionsprinzip der (relativen) Korrelations-Lorenzkurven er- 
öffnet eine Vielzahl sehr verschiedener Anwendungsmöglichkeiten, sowohl für eher for- 
maltheoretische Fragestellungen als auch in Bezug auf ganz bestimmte Sachthemen. 
Die Beispiele in den Kapiteln 8.3.1 bis 8.3.3 betreffen daher eher den statistisch— 
methodischen Bereich, wogegen die Kapitel 8.3.4 bis 8.3.6 einen ersten Eindruck geben 
sollen, wie das vorgestellte Instrumentarium vor einem bestimmten sachlichen Hinter- 
grund eingesetzt und interpretiert werden kann. Für weitere Anwendungsbeispiele sei 
auf die Literatur verwiesen, verbunden mit dem Hinweis, daß das Fachgebiet der 
"weighted distributions" diesen Anwendungsbereich noch ausdehnt. §! 


60 Vgl. Bezeichnungen und Definitionen dieser Spalte mit YITZHAKI, S. (1991), S. 236. 


61 Vgl. z. B. IYENGAR, N. S. (1960), KAKWANI, N. C. (1978,1980a), YITZHAKI, S. (1990), 
MULIERE,P. / PETRONE, S. (1992), KIRMANI, S. N. U. A. / AHSANNULAH, M. (1987), 
PATIL, G. P. / RAO, C. R. (1977). 
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Folgende Transformationsfunktionen werden in den einzelnen Beispielen herangezogen: 


ÜBERSICHT 9: Überblick über die in den Anwendungsbeispielen 
des Kapitels 8.3 verwendeten Transformationsfunktionen 


xk 


Kapitel 8.3.1 g(X) = 
Kapitel 8.3.2 g(X) = (X-p)* 


Kapitel 8.3.3 g(X) = 1(Y|X) 
Kapitel 8.3.4 g(X) = E(Y|X) 
Kapitel 8.3.5 g(X) = t(x) 
Kapitel 8.3.6 g(X)=1-X 


8.3.1 Lorenzkurven höherer Momente und deren Anwendungsmöglichkeiten 


Eine erste Möglichkeit der Anwendung ergibt sich, wenn man von Momentkurven 
höherer Ordnung®? ausgeht, die über die Transformationsfunktion g(X) = x* ‚k>0, 
k ganzzahlig, 0 < a < x < b, erzeugt werden können: 


x x 
k 
(8.39) L(x) = f u f(u)du _ f i u)du mit 
a my a 


b 
(8.40) m, = f x(x) dx als Ursprungsmoment. 
a 


Die Flache oberhalb L(x) entspricht dem Mittelwert der k’ten Momentverteilung: 


(8.41) i x 1, (x)dx = fa ui vale 


7 LR / My. 


62 Vgl. PIESCH,W. (1975), S. 109ff. 
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Es ist Ly +1) < L(x) für alle x und k > 1 63, wie folgende Überlegung zeigt: 


Da sich die Abweichungen der Merkmalswerte zu ihrem Mittelwert ausgleichen müssen, 
d.h. gelten muß 


@ m. 

(8.42) f È ani | I. (x)dx = 0, 
0 

folgt für eine Zwischenstelle a < y <b: 


t 


y 
(8.43) f|x tae i rai I(x)dx <0 füra<y<b 
a 


MK+1 
“J x 1, (x)dx < f — x(x)dx 
my 


y k+1 Y im 
af ax < f 4+ 1 (wax 
o mi 5 om, * 


y y 
= fy dx< f (dx 
0 0 


= L410) < L(y) i 


Unter Anwendung des normalen Graduationsschemas auf die Verteilung l, (x) erhält 


man höhere Lorenzkurven der Form 


Ly * * 
x u 
(844) = Ly (Ly) = f “—— au, 
m, , ,/m, 
0 "+1" 


63 Vgl. BUTLER, J./ MCDONALD, J.B. (1989), S. 111 — für einige Verteilungen gilt, daß höhere 
Momentverteilungen den gleichen Verteilungstyp aufweisen wie die zugrundeliegende Verteilung. 


64 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 110. 
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** 
wobei x, (u) die Umkehrfunktion von L,(x) darstellt. L, 4 (Ly) kann als Spezialfall 


einer relativen Korrelationskurve FF +) interpretiert werden mit g(X) = xKt! und 
ie k 

g (X)=X. 
Beispiel: 
x sei rechteckverteilt in [0,b]. 
Dann ergibt sich für 

y kil x 

y)= f- b dew f a x )kt1 

TIT i +1 _[b 

o P /(k+1) ob 

also 
Se =>, 
ie k+1, \k+1 + 
** 
Die Fläche unter x, (L,) entspricht —— kt = kt _ Kt b. 
(k+2)b 
** 1 
xx (Lx) k42, KHI 
Damit ist die normierte inverse höhere Momentfunktion ——— = itl Ly 
My 4 1/M, 


k+2 
k+I 
also Dy y (Ly) =L ' 


Betrachtet man L(x) in Abhangigkeit von F, gelangt man zu 


F 
f x(F)* ar a 

(845) = Ly(F)=—2 = L f x(F) ars 
fx) ap ko 
0 


* 
einem Spezialfall der Korrelationskurve mit g (X) = x. 


65 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 109. 
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Dag(x)=k xl > 0 firk > 1, ist L,(F) steigend und konvex. 


(8.46) 
my my 
2 
d“L, (F) k-1 
imd = XLE) kx (F) > 0.86 
dF mi 
k 


* 
Unter Anwendung von Theorem 1 von KAKWANI mit g (X) = X* und g(x) = xt! 
bzw. aus der Tatsache einer steigenden konvexen Funktion L, 4 Ly) kann die 


Dominanzbeziehung 


(8.47) Ly (PF) < Lẹ(F)®. 


hergeleitet werden. 


Für k = 1 erhält man die Lorenzkurve, für k = 2 ergibt sich eine Kurve, die die Frage- 
stellung beantwortet, "welcher Anteil der "Gesamtvariabilitàt" (gemessen durch my) 


auf einen gewissen Anteil kleiner (oder großer) Merkmalsträger entfällt"6®: 


(8.48) Ly(F)= f SE le dF. 


Ursprungsmomente m, einer an den Stellen é und 7 (€ < 7) von unten und oben ab- 
geschnittenen Verteilung mit F da F(€) und Fa = F(n) lassen sich über "Sekanten— 


Steigungen" erklären: 


66 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 109. 
67 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 109. 
68 PIESCH, W. (1975), S. 109. 
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Die neuen Lorenzkurvenwerte ergeben sich über analoge Überlegungen wie bei der 


. F-F 
Lorenzkurve69 wegen F = rt dann als 
$ 


7] 
F 
J x(a)fda 
(8.49) L,( VER SER = DF) = Ba À bzw. 
E kn kité 
f x(afda 
re 


(8.50) i, (i) = er | 
7 


Die entsprechenden Momente My berechnen sich über 


F 
, di k > LP) - LF 
Py nog n € 


Für k = 1 ergibt sich dann das arithmetische Mittel einer von oben und unten 


abgeschnittenen Verteilung. 


L(F,) - L(R,) 
(52) Aa EZ (feta 


€ 


Mit k = 2 erhält man 


(8.53) thy = + fi" = (0° + 0°) ZZ 


69 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 77f£. 
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also für die Varianz der abgeschnittenen Verteilung 


2 _ lan) ~ bale) g9UF,) - LF) 2 
(8.54) = ae ee ale H 
Lo(F,) - LaF) L(F,) - L(F) (LE) - L(F gh? 
u mo té n £ | n € || 


Ein höherer Gini—Koeffizient läßt sich auf der Basis dieser höheren Moment—Lorenz- 
kurven leicht herleiten: 


1 1 
(8.55) R,=1-2 f Ly(F)daF=2 f [F - L,(F)]dF. 
0 0 
Ist k = 1, gelangt man zum normalen Gini—Koeffizienten. Im Fall einer extremen 
Gleichverteilung ist L,(F) = F, also R, = 0. Bei einer extremen Ungleichverteilung ist 


Rg näherungsweise 1.70 


Im Vergleich zum Gini—Koeffizienten gehen die Merkmalsträger nicht mit der Merk- 
malsausprägung selbst, sondern mit der k-ten Potenz ihrer Merkmalsausprägung in das 
Disparitätsmaß ein. D.h. große Merkmalswerte werden für k > lrelativ stärker gewich- 
tet als kleine. Ry läßt sich in vielfältiger Weise darstellen. Es gilt z.B.: 


xk xk 
(8.56) R, = Cov Pa , 2Fy | = Cov 7 2(1-Fy) | 


1 1 k i 1 k 
=ff leE) - xla) l aragi = f XCD [2F - 1]dF. 
0 0 | o ™ 


2m, È 
Noia 1 j" ai 
70 Im diskreten Fall mit R, = rn ist R, = arl, (ab) = 7 —, da 
n my * (ny) 
k 
m’ = 1 Yx“ = nu) 
k n 1 n 


71 Vgl. MICHAL, J. M. (1978), S. 222, diskrete Darstellungsform. 
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Ry läßt sich auch über Ursprungsmomente von Ordnungsstatistiken ul) 72 definieren: 


ee (a) 
(8.57) R, — 2:2 1:2 = 2:2 1:2 _ 2:2 Lil _ 1:1 1:2 
221.1 Myo + H}.2 My] My] 


Erweitert man die Uberlegungen auf einen nichtganzzahliges k im Bereich 0 < k < 1, 
findet sich vor dem Hintergrund wohlfahrtstheoretischer Uberlegungen eine Anwendung 
dieses Ansatzes. FERRERI? verwendet ihn in diskreter Schreibweise auf der Basis 
einer auf Einkommenswerten aufbauenden individuellen Nutzenfunktion. 


(8.58) = U(x)=bxf b>0 ,0<r<1,U()20 


mit U(x) =k- b x?! 


U"(x,) = k(k-1) b xf? < 0. 


Eine Relativierung des individuellen Ausmaßes an Nutzen führt zu: 


; 2 Bi = 1 ; Bxi € Bki+1 ` 


Bk; kann als "degree of concentration of the collective economic welfare of income"?4 


aufgefaßt werden, wobei die kollektive Wohlfahrt sich als Summe der Einzelnutzen 
ergibt. 


Statt Einkommenswerte direkt zur Beurteilung dieser Verteilungssituation heranzu- 
ziehen, wird auf individuelle Nutzen, die mit einer Verhältnisskala meßbar sind’, 
zurückgegriffen. 


72 Vgl. auch Kap. 4.2.1.1. 

73 Vgl. FERRERI, C. (1978). 

74 GIORGI, G. M. (1984a), S. 149. 

75 Vgl. GIORGI, G. M. (1984a), S. 148. 
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Og. X: OR. Xi 
Die Elastizitäten To . und at . A hängen direkt von k und SL; ab: 
i ki j ki 
ð gui X kx y xf kl; x. D xt 
(8.60) ta, le i BERG. e ee = k(1-g,.) 
Õ xi xi k? xÉ N 
(X x) i 


bzw. 


Jedes Bk; ist steigend, wenn x, steigt, aber mit fallender Elastizität bei steigendem 
Bpi © By; ist fallend mit steigendem X wobei sich die Elastizität sich proportional zu 


Bk verringert. 


Kumuliert man die Bki der Gròfe nach und stellt diese in einem Diagramm = gegen- 


über, dann gelangt man zu einer diskreten Darstellung einer Moment—Lorenzkurve mit 
k < 1. Die stetige Form erzeugt man, indem g(X) = XË mit 0 < k < 1 als Transforma- 
tion angewandt wird. An dieser Moment—Lorenzkurve kann man dann ablesen, wieviel 
Prozent des Gesamtnutzens auf die L. 100% Merkmalsträger mit geringstem 


Einkommen (bzw. gleichbedeutend hier mit geringster Nutzenhöhe) entfallen. 


8.3.2 Die Varianz—Korrelations—Lorenzkurve 


Ein Lorenzkurvenwert läßt sich interpretieren als Beitrag der 100 F % kleinsten Merk- 
malsträger zur Merkmalssumme bzw. zum arithmetischen Mittel. Mit Hilfe von Korre- 
lations—Lorenzkurven läßt sich versuchen, eine ähnliche Kurve herzuleiten, die den 
Beitrag der 100 F % kleinsten Merkmalsträger bei gegebenem 4 zur Varianz bzw. zum 
quadrierten Variationskoeffizienten abträgt. 


76 Vgl. FERRERI, C. (1978), S. 41. 
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Betrachtet wird dafür die Transformationsfunktion g(X) = (X). 


Es ist : 


9 < 0 fiirx < pu " 
= o” , g(x) = 2(x—p) und g (x) =2>0. 


(8.62) u 
> 0 fiirx > p 


E 


Die Korrelations-Lorenzkurve verläuft also bis zur Stelle F, steigend konkav, an- 


schließend steigend konvex: 


Fx 


(8.63) F (Fx) = > J (x(F) - u)°dF mit 


(8.64) a Sees = beg > 0, 


< 0 fiir x < p 


vo A ye 


Man sieht, daf ua kleine und besonders große Merkmalsträger überproportional 


> O firx > o 


zur Varianz beitragen. 


Zerlegt man die quadratische Gleichung, ergibt sich F(Fy) als gewogene Summe der 


höheren Lorenzkurven L,(F):77 


(8.66) y=4 f [x(F)? - 2u-x(F) + w]dF 
N 
Be out 2 


o o Oo 


77 Vgl. Kap. 8.3.1 und PIESCH, W. (1975), S. 110. 
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Beispiel: 


2 
Ist X rechteckverteilt in [0,b], damit = u 


X 
ergibt sich für F(x) = È ‚F, [elx)] | =} ft y- x f(y)dy, 
Da 
also F [Fy] af (x(F = 4F° - 6F? + 3F. 


Im folgenden sollen einige diskrete Verteilungen betrachtet werden. Da die Varianz, 
ähnlich 4 bei der Lorenzkurve, als Bezugsgröße im Nenner steht, ergibt sich jedoch das 
Zusatzproblem einer Bezugsgröße von 0 im Fall einer Einpunktverteilung. Der Zähler- 
ausdruck ist in einem solchen Fall ebenfalls 0. 

Im Fall einer symmetrischen Zweipunktverteilung im Intervall [a,b] mit el 


w = b - a ist der Beitrag jedes der n Merkmalsträger zur Varianz konstant: Tr d.h. 
F (Fy) = Fy. Eine Einpunktverteilung könnte dann als Spezialfall mit w + 0 aufgefaßt 


werden. 

Betrachtet man eine um y symmetrische Dreipunktverteilung in [a,b], stellt sich die 
Korrelationskurve als stückweise lineare Funktion (drei Bereiche) dar, die im mittleren 
Bereich parallel zur Fy—Achse verlauft. 

Liegt eine extreme Ungleichverteilung vor mit 0% = (n-1) bi, dann ist der Beitrag der 


kleinsten (n-1) Merkmalstäger zur Varianz zusammen F ‚en = 1 , der Anteil des 


größten alleine zum Varianzwert ist folglich nel : 


In Analogie zur Varianz—Korrelations—Lorenzkurve lassen sich weitere Kurven z. B. fiir 
durchschnittliche Abweichungen oder auch den Gini—Koeffizienten selbst entwickeln. 
b 


Für R bietet sich dabei die Darstellung R = f 2[F(x) - L(x)]f(x)dx an. Man gelangt zu 
a 
einer Korrelations—Lorenzkurve, die für F < F, steigend konvex, für F ? F, steigend 


konkav ist. 
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8.3.3 Die Bayes—Korrelations—Lorenzkurve 


Wählt man als Transformationsfunktion die Likelihood—Funktion g(X) = 1(Y|X), kann 
die Korrelations—Lorenzkurve als Gegenüberstellung von apriori- und aposteriori— 
Verteilung interpretiert werden: 

Es ist 


(8.67) {(x|y) = ri) 
f 80) “My [x)ax 
-0 
die aposteriori—Dichtefunktion, damit ist dann die Korrelations—Lorenzkurve 


F 
x r 
(8.68) F,(Fx)= J as mit 4, = Sly ix)f(x)dx = fly); 


Der Wert der Dichtefunktion f(y) kann auch als arithmetisches Mittel der Likelihood— 
Funktion aufgefaßt werden; im diskreten Fall steht er fiir die Eintrittswahrscheinlich- 
keit des Ereignisses Y. 

F (Fx) zeigt dann anschaulich anhand kumulierter Anteilssätze die Veränderung der 


aposteriori—Verteilung gegenüber der apriori-Verteilung durch die Zusatzinformation 
Y. Liegt bspw. F gFx) stets unter der Diagonalen, hat die Wahrscheinlichkeit dafür, 


daß X "kleine Werte" annimmt, abgenommen: Fg (x) < Fy(x). 


8.3.4 Anwendung im Rahmen der Portfolio-Analyse 


Im Rahmen der Portfolio-Analyse befaßt man sich u.a. mit der Fragestellung, wie ein 
Portfeuille von Anlageformen optimal gestaltet werden sollte. Dabei wird von einem 
risikoaversen Investor ausgegangen, der die erwarteten Renditen gegenüber dem Risiko 
abwägen muß. Es wird stets zugrundegelegt, daß mit höherem nichtdiversifizierbarem 
Risiko eines Portefeuilles auch der erwartete Gewinn ansteigt. 

SHALIT/YITZHAKI?8 schlagen eine Anwendung der mittleren Differenz anstelle der 
Varianz als geeignetes Risikomaß in der Portfolio-Theorie vor. In ihrem Artikel 


78 Vgl. SHALIT, H. / YITZHAKI, S. (1984). 
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übertragen sie die Ergebnisse des normalen "Capital—asset—pricing—model" (CAPM)?9 
auf einen Ansatz, der auf eben dieser mittleren Differenz bzw. dem Korrelationsmaß C g 


aufbaut. In einer weiteren Fragestellung vergleichen sie verschiedene Anlageformen 
eines Portfolios hinsichtlich ihres relativen Risikoausmaßes innerhalb eines Portfeuilles 
anhand von Korrelations—Lorenzkurven. 


Ausgangspunkt der ersten Fragestellung ist die Zusammensetzung eines Portefeuilles 
mit risikobehafteten Anlageformen i mit Rendite G. und einer sicheren Anlage mit 


Zinssatz ie. Auf der Basis bestimmter Annahmen iiber die Beschaffenheit des Kapital- 


marktes80 wird im Rahmen des abgewandelten CAPM für das Marktgleichgewicht eine 
lineare Beziehung zwischen der erwarteten Rendite eines Wertpapiers E(G;) und der 


Kovarianz cov(G,,F_(G_,)) hergeleitet, mit der das systematische Risiko eines Wert- 


papiers innerhalb eines Portefeuilles gemessen werden soll (Wertpapiermarktlinie).8! 
Man gelangt zu folgendem Ergebnis: 

Damit die risikoscheuen Investoren unsichere Anlageformen erwerben, miissen diese 
eine höhere erwartete Rendite aufweisen als die sichere Anlage, die Differenz stellt die 
Risikoprämie dar. Im Marktgleichgewicht ist die Risikoprämie eines Wertpapiers pro 


G. - i 
Risikoeinheit DA - ) identisch mit der des Marktportefeuilles aller 
’ m‘ m 
La E(Gm)- ir 
risikobehafteten Wertpapiere cov(G__F_(G_]) sie entspricht dem "Marktpreis des 
m’ m‘ m 
Risikos" 82. 


79 Vgl. RUDOLPH, B. (1979) und BERNDT, E. R. (1991), Kap. 2. 


80 U. a. vollkommener Kapitalmarkt, Existenz einer risikolosen Anlage— und Verschuldungsmöglich— 
keit, Einperiodenmodell, Investor unterhält voll diversifiziertes Portefeuille. 
81 Bezeichnungen: 
Rendite: G; 
Einzelnes Wertpapier: Index i; 
Mischung risikobehafteter Wertpapiere: Index m; 
sichere Anlage und Mischung der risikobehafteten Wertpapiere (Portefeuille): Index p. 


82 Vgl. SHALIT, H. / YITZHAKI, S. (1984), S. 1459f. 
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Daraus folgt sofort die Gleichung für die Wertpapierlinie: 


(8.69) E(G;) = ig + (E(G m) - i)" une] 


E(Ga) = 4; cov(G.,F_(G_)) 
(8.70) © E(G.)=i;+ —P OMG TG yy (GF; (G;)).* 
i f' cov n m m)) cov pF; (G; isi 


Im Gleichgewicht ergibt sich also die erwartete Rendite des Wertpapiers i aus dem 
Zinssatz der sicheren Anlage zuziiglich einer Risikopramie. Diese Risikopramie splittet 


sich in den "Marktpreis des Risikos" multipliziert mit dem systematischen Risiko des 
l cov(G ; ,F_(G_)) l 
Wertpapiers. Der Ausdruck cov(G__F IC] kann wiederum als Regressions- 
m’ m‘ m 


koeffizient interpretiert8 und, wie (8.70) zeigt, aufgesplittet werden in einen Korrela- 
tionskoeffizienten multipliziert mit dem Verhältnis zweier Kovarianzen. 


Bezüglich der zweiten Fragestellung, d.h. der Charakterisierung von Anlageformen 
hinsichtlich des relativen Risikos in einem Portfeuille, schlagen SHALIT/YITZHAKI85 
die Verwendung von Korrelations-Lorenzkurven vor. Betrachtet werden verschiedene 
Anlageformen i mit jeweils gleicher erwarteter Rendite. Die Korrelationskurve für i, 
hervorgehend aus der Transformationsgleichung g(G,,) = E(G,|G p) mit Gr als 


Rendite des Portfolios, ist dann definiert als 


F 
p 


1 
67) Fy(F)= EE J (CDa 


mit F (Gp) als Verteilungsfunktion von G x 


Eine Einteilung in aggressive und defensive Anlageformen innerhalb des Portfeuilles 


dg.-G 
kann man iiber die Elastizitaten 7 = mn vornehmen. Ist 7 größer 
pep poi 8Gp 
83 Vgl. RUDOLPH, B. (1979), S. 1046 für normales CAPM. 
Vgl. SHALIT, H. / YITZHAKI, S. (1984), S. 1460. 
84 Vgl. dazu Kap. 8.2. 
85 Vgl. SHALIT, H. / YITZHAKI, S. (1984), S. 1463ff. 
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(kleiner) als 1 für alle Gy d.h. die Korrelations—Lorenzkurve F g p) liegt unter (über) 


der Lorenzkurve des Portefeuilles L (F p) reagieren die Renditen der Anlageformen 


relativ stark (schwach) auf Veränderungen im Portefeuille. Liegen sich nicht schnei- 
dende Korrelations—Lorenzkurven vor, kann die Anordnung von Anlageformen nach 
ihrem Risikomaß cov(G,,F(G,,)) erfolgen. Ist cov(G;,F(G_)) > (<) cov(G_,F(G,)); 


wird i als aggressive (defensive) Anlageform eingestuft 86 


8.3.5 Anwendung vor finanzwissenschaftlichem Hintergrund : Verteilungswirkungen 
von Einkommensteuertarifen 


Als zentrales Anwendungsgebiet des vorgestellten Instrumentariums findet sich in der 
Literatur die Analyse der Verteilungswirkungen von Einkommensteuertarifen, die eine 
Vielzahl von Autoren beschäftigt. 8788 


Ausgangspunkt der Betrachtung ist eine Verteilung der Bruttoeinkommen x > 0 , auf 

die ein Steuertarif mit Steuerbetrag t(x) (0 < t(x) < x ) angewandt wird, so daß sich als 

Nettoeinkommensverteilung y(x) = x - t(x) > 0 errechnet. Der Grenzsteuersatz t’(x) 

soll zwischen 0 und 1 liegen. Der Durchschnittssteuersatz eines Steuerzahlers mit Ein- 

kommen x ist gegeben durch t(x) = tx) Das durchschnittliche Steueraufkommen pro 
b 

Steuerzahler berechnet sich als 4, = f t(x)f(x)dx, die gesamtwirtschaftliche Steuer- 
a 

quote ergibt sich als Verhältnis von Gesamtsteueraufkommen T zu Gesamtbruttoein- 


u 
kommen X, wobei gilt x = i Demgegenüber ist die Nettoeinkommensquote definiert 


Cata 


als Verhältnis des Gesamtnettoeinkommens Y zu X : J= 


86 Vgl. SHALIT, H. / YITZHAKI, S. (1984), S. 1465. 


87 Vgl. KAKWANI, N..C. (1977,1980a), PFÄHLER, W. (1983, 1987), LAMBERT, P. J. / 
PFÄHLER, W. (1987,1988) und LAMBERT, P. J. (1989). 


88 Vgl. YITZHAKI, S. / THIRSK, W. (1990). Sie verwenden das Instrumentarium der Korrelations— 
Lorenzkurven für die Analyse von Ausgabensteuern. 


89 Vgl. MARTZ, T. (1988), S. 532. 
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Kenngrößen zur Beurteilung von Steuertarifen stellen 


— die Steuerbetragselastizität Mx t'(x)x _ t(x) _ dt(x).dx und 


t(x t(x) t(x) x 
— die Nettoeinkommenselastizitat n. = AX = X ey dy dx dar. 
y,x y(x x -t(x y x 


M x gibt an, um wieviel Prozent sich der Steuerbetrag ändert, wenn sich das Bruttoein- 
kommen um 1% ändert. Entsprechendes gilt für ty x und die Beziehung von Netto— 


und Bruttoeinkommen. 


Ein Steuertarif wird als proportional (progressiv oder regressiv) eingestuft, wenn der 
Steuerbetrag in gleichem Maße (schneller oder langsamer) wächst wie das Bruttoein- 
kommen, d.h. es gelten folgende Zusammenhänge®°": 


Proportionaler Tarif t(x) = cx c=t(x)=t(x) |, ,„=1Vx, 


2 


Progressiver Tarif z.B. t(x) = cx t(x) steigend in x | m, „> 1 Vx, 


Regressiver Tarif z.B. t(x) = d+cx, t(x) fallendinx | n, y < 1 Vx. 
d>0,c>0 } 


Wegen 0 < t’(x) < 1 und folglich 0 < y’(x) = 1 - t’(x) < 1 gilt bei Anwendung von 
Theorem 2 und 3 von KAKWANI die Beziehung: 


u 
(8.72) Ly(F) = Lyt) + mhl) 


wobei L,(F), Ly(F) und L (F) die Lorenzkurven der einzelnen Merkmale sind. Ly (F) 


läßt sich folglich als mit Steuer— bzw. Nettoeinkommensquote gewogenes Mittel von 
L,(F) und L,(F) darstellen und liegt damit zwischen diesen beiden Lorenzkurven. 2 


90 Vgl. LAMBERT, P. J. (1989), S. 138, MARTZ, T. (1987), S. 15 sowie MUSGRAVE, R.A. / 
THIN,T. (1948). Letztere ziehen Np x zur Beurteilung eines Steuertarifs in jedem Punkt x heran, 


d.h. sie sehen Progressivität als die lokale Eigenschaft eines Tarifs an einer Stelle x an. 
91 Vgl. ausführliche Herleitung bei PIESCH, W. (1975), S. 66f. 
92 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 67. 
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Uber die Lage der einzelnen Lorenzkurven kann man folgendes sagen: °3 
Bei proportionalem Steuertarif gilt Ly(F) = Ly(F) = L.(F), da die Relationen zwi- 


schen den einzelnen Einkommen unverändert bleiben. Vergleicht man eine progressive 
(regressive) Steuer mit der Proportionalsteuer bei gleicher Ausgangsverteilung, gelten 
wegen Theorem 1 von KAKWANI und (8.72) folgende Aussagen: 


TO 


p prop 
È Ti > = 1 für alle x > LF) <L,(F) =Ly(F) < Ly(F) 


reg pro 
2. me < These = 1 fir alle x = L,(F) > LE) = Ly(F) > Ly(F). 


Bei progressiver Besteuerung weist also die Nettoeinkommensverteilung eine niedrigere, 
bei regressiver Besteuerung eine höhere Disparität als die Bruttoeinkommensverteilung 
auf. 


Betrachtet man bspw. einen linearen Ansatz mit 

(8.73) x = y(x) + t(x), y(x) = cx + d > 0, t(x) = (1 - c)x - d >0, 
y(x) =c > 0, t(x) = (1 - c)? 0, 

gelten damit folgende Aussagen: 


0<c<1,d>0 | m y> 1%, =1> yy L,(F) < Ly(F) < Ly(F) 


te mern | O 


Im Fall 1 wird gleichzeitig ein Pro-Kopf-Subventionsbetrag von d und eine propor- 


tionale Steuer auf das Einkommen betrachtet, was zu einem progressiven Tarif führt. 
Fall 2 erfaßt für 0 < c < 1 eine proportionale Einkommensteuer kombiniert mit einem 
Kopfsteuerbetrag d, der Steuertarif ist regressiv. Man sieht, daß die Lorenzkurve der 
Bruttoeinkommen zwischen der der Nettoeinkommen und der der Steuerbetrage liegt. 94 


93 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 67ff und MÄRTZ, T. (1988), S. 533. 
94 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 72. 
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Vergleicht man allgemein zwei Tarife t(x) und t(x) mit gleicher Ausgangsverteilung 


für x, gilt folgender Zusammenhang zwischen den Lorenzkurven der Nettoeinkommens- 
verteilung und der Steuerbetragsverteilung°>: 
Die Beziehung (8.72) läßt sich umformen zu 


874) pyty(P) = pL (E) + (uy - M)LyLR) 
fy Ly (F) E uLy(F) = 4yL,(F) - uyLy(F) + (Hy = 4 )Ly(F) 
(uy - 4)(Ly(F) - Ly(F)) = - 4 (Ly(F) - L(F)) 


= Ly(F) - Ly(F) = EG (Lx(P) - L) e 


Dabei läßt sich die Differenz L,(F) - L,(F) als der Anteil der Steuerlast interpretieren, 


der von den 100F% kleinsten Einkommensbeziehern zu den 100(1-F)% größten Ein- 
kommensbeziehern verlagert wird. Bei einer progressiven Steuer ist er positiv, bei einer 
regressiven Steuer negativ.97 

Bildet man nun die Differenz der Gleichungen, bezogen auf zwei verschiedene Steuer- 
tarife 1 und 2, führt dies zu 98 


(8.75) = (Ly(F)-Ly(F)) - (Ly(F) - LY(P)) 
1 


_ 2 
u a (Ly(F) - Li(F)) + A s L°(F)) 
bg Ch Hx HY 


= LI{F) - Ly(F) 


1 
= tale - L°(F)) + =a - ee) a Li(F)). 
My - Me ind EO 


Im allgemeinen ist es also möglich, daß LY(F) und LI(F) sich schneiden, obwohl Li(F) 


und L°(F) sich nicht schneiden.99 


95 Es wird weiterhin angenommen x > 0, y(x) > 0, x = y(x) + t(x), 0 <t’(x) < 1. 

96 Vgl. LAMBERT, P. J. / PFAHLER, W. (1987), S. 636. 

97 Vgl. LAMBERT, P. J. (1989), S. 172. 

98 Vgl. LAMBERT, P. J. / PFÄHLER, W. (1987), S. 636 und KAKWANI, N. (1977), S. 723. 
99 Vgl. SYKES, D. / SMITH, W. J. / FORMBY, J. P. (1987). 
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Bei aufkommensgleicher Steuer gilt jedoch ui = pò, also 
(8.7) 12m) - LHF) = — LHF) - 1%(F)), damit 
i Y ye Hy — h t t : 


(8.77) Li(F) è L2(F)  LY(F) è LU(F). 


In einem solchen Fall schneiden sich die Steuerlorenzkurven und die Nettoeinkommens- 

lorenzkurven jeweils an den gleichen Stellen F, vorausgesetzt sie schneiden sich tiber- 

haupt. Wegen Theorem 1 folgt zudem aus n, . > m, „für alle x Li(F) < L7(F) fiir 
iG 2° 


alle F. 


Die Analyse von Distributionseffekten bei nicht—proportionalen und damit im Sinne 
der Lorenzkurve nicht verteilungsneutralen Steuertarifen hat zu einer Vielzahl von 
Vorschlägen für Indizes geführt, die 
— das Ausmaß an Abweichung vom verteilungsneutralen Besteuerungszustand 
gemessen über die Steuerverteilung (Progressionsmaße) und 
— das Ausmaß an redistributiven Effekten, d.h. die Wirkung des Tarifs auf die 
Nettoeinkommensverteilung 
zu quantifizieren suchen. Auf der Basis von Lorenzkurven und (relativen) Korrelations- 
—Lorenzkurven werden Maße entwickelt, die formal enge Bezüge zum Schutz— bzw. 
Gini—Koeffizienten aufweisen. Im folgenden sollen kurz die in der Literatur verwandten 
Progressionsmaße vorgestellt werden.100 Ausführliche Erläuterungen finden sich ins- 
besondere bei PFÄHLER (1983,1987), LAMBERT/PFAHLER (1988), 
LAMBERT (1989). 


Als Minimalforderung an ein Progressionsmaß kann formuliert werden 101; 
"Wenn der Steuertarif sich ändert, so daß ein Maß "of local progression" wie z.B. Ne 
) 


in allen x steigt, die Bruttoeinkommensverteilung aber gleich bleibt, dann sollte auch 
der Wert des Progressionsmaßes steigen." 


100 Analoge Regressionsmaße sind entwickelbar, aber nicht gebräuchlich. 


101 Vgl. LAMBERT, P. J. (1989), S. 169. 
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In Analogie zum Schutz-Koeffizienten wird von PFÄHLER (1983) die maximale 
Differenz zwischen Ly(F) und L,(F) als Progressionsmaß vorgeschlagen: 


(8.78) n° = max (Ly(F) - L,(F)). 
F 
dL, (F) dL, (F) u 
. 1 X t x(F) _t(x(F)) t 
An dieser Stelle F gilt —Ip— = —7_® = > t(x] = —, 
Px Hi Hx 


d.h. in diesem Punkt ist der durchschnittliche Steuersatz t(x) gleich dem durchschnitt- 
lichen Durchschnittssteuersatz, d.h. er entspricht beim Vergleich mit einer aufkom- 
mensgleichen Proportionalsteuer dem dortigen Durchschnittssteuersatz. Er trennt also 
solche Einkommensbezieher, die mehr als bei proportionaler aufkommensgleicher 
Besteuerung zahlen von denen, die weniger zahlen. 

Sucht man in der relativen Korrelations—Lorenzkurve L (Ly) die maximale Differenz 


zur Diagonalen Ly, gelangt man ebenfalls zu ne. 
dL dL dL,dF t(x) 
P X t t Hx 
X 
Interpretiert man t{x) als Merkmal z mit der Dimension DM Steder sowie der 


H 
Dichte I(x) und folglich mit dem arithmetischen Mittel 4, = f t(x) 1(x)dx = zo läßt 
X 
a 
sich w auch als die normierte relative Abweichung von 4, schreiben: 


b 
ay 

(8.80) = fib Xl(x)dx. 103 
Hi PX 


Dieses Abstandsmaß erfüllt die Minimalforderung, da die neue Steuerlorenzkurve unter 
der alten liegt, wenn T, y steigt für alle x. 


Neben diesem Streckenmaß werden Flächenstücke im Lorenzkurven-Schaubild bzw. bei 
der relativen Korrelations—Lorenzkurve als Progressionsindizes1°4 vorgeschlagen. Dabei 
wird teilweise von der Annahme t’(x) > 0 abgegangen, so daß statt der Lorenzkurve 


102 Vgl. PFÄHLER, W. (1983), S. 241 und LAMBERT, P. J. (1989), S. 176. 
103 Vgl. PFÄHLER, W. (1983), S. 241. 


104 Vgl. auch PFINGSTEN, A. (1986), PFINGSTEN, A. / SCHNEIDER, J. (1994) und 
WAGENHALS, G. (1994). 
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L,(F) allgemeiner die (relative) Korrelations—Lorenzkurve F (Fy) bzw. F,(Ly) 


betrachtet wird.105 


ÜBERSICHT 10: Flächenprogressionsmaße im Überblick 


K=2 ((Ly(Fy) - F(Fy)dFx KAKWANI (1977) 
0 
C, - Ry 
=. Tao - Ft) 2F ft 
H x Hy 


1 
WS (v) = uv-1) f (1-F) (Ly (Fy)-F (Fy))dFy PFÄHLER (1987), 
0 
= DRK) - T(X,») LAMBERT (1989) 


m se 
on Í (6%) - HF Dy (pdt 


=2 f (Ly - F,(Ly))dLy HAINSWORTH (1964) 


=2 f (Ly(Fy) - EEE SUITS (1977) 


"a 
= TR f (t(x) - rx) iy (a) (x) 
a 


105 Vgl. ausführlich PFAHLER, W. (1983,1987). 
106 Vgl. PFAHLER, W. (1987), S. 10. 

107 Vgl. PFAHLER, W. (1987), $.11 

108 Vgl PFAHLER, W. (1987), S. 10. 
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Das KAKWANI-Maß nimmt wegen -R, < C, < R, Werte im Bereich von 


-2 < -1 - Ry $< C, - Rg $1 - Ry 
HS 


<1 definiert. 109 Die Maße sind positiv (negativ) für einen progressiven (re- 


< 1 an, das Maß von SUITS ist im Bereich 


-1< II 
gressiven) Tarif über den gesamten Bereich von x !10. Im Fall einer Proportionalsteuer 
wird ihr Wert Null. Dieser Wert kann jedoch auch dann angenommen werden, wenn 
sich "positive" und "negative" Flächenstücke ausgleichen, d.h. wenn nicht durchgehend 
progressive bzw. regressive Steuertarife betrachtet werden. 


Gilt ein linearer Steuertarif t(x) = cx + d > 0, lassen sich Zusammenhänge zwischen 
m5 und nÉ unter Anwendung von Aussagen beziiglich Lorenzkurven korrelierter 
Variabler bei PIESCH!!! herstellen: 


ÜBERSICHT 11: Flächenprogressionsmaße bei linearem Steuertarif 


Parameter- 
kons t ellation 


109 Vgl. LAMBERT, P. J. (1989), S. 175f. 
110 Vgl. PFAHLER, W. (1987), S. 11f. 
111 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 73ff. 
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PFÄHLER stellt 1987 eine Klasse von skaleninvarianten Progressionsmaßen vor, denen 
die Flächenmaße zugeordnet werden können !12: 


b 
(8.81) ATR = i J (t(x) - x) W(x) 


mit W(x) als monotonem, nicht linearem Gewichtungsschema. 
Mit W(x) = 2F(x) gelangt man zu ATR = nÉ, mit W(x) =-v(1 - F(x)) t zur Ver- 
allgemeinerung nÉ (v) und mit W(x) = 2L(x) zu ATR = II“. 


Eine Analyse von Umverteilungswirkungen einer Steuer kann auf dem Vergleich von 
Brutto— und Nettoeinkommensverteilung aufbauen. In völliger Analogie zu der Her- 
leitung von Progressionsmaßen können auch hier wieder Strecken— und Flächenmaße 
konstruiert werden. Diese lassen sich wiederum wegen y(x) = x - t(x) leicht über die 
Steuerquote in Verbindung mit den bisher vorgestellten Maßen bringen. Ausführliche 
Darstellungen finden sich bei TACHIBANAKI (1981), PFAHLER (1983,1987), 
LAMBERT (1989). Außerdem werden in LAMBERT/PFÄHLER (1988) weitere 
Komponenten neben Steuerbetrag, Brutto— und Nettoeinkommen in die Betrachtung 
einbezogen, wie z.B. Transfereinkommen oder die Bereitstellung öffentlicher Güter. 


8.3.6 Anwendung im Rahmen der Segregationsanalyse 


In der Literatur finden sich einige Beiträge, die sich mit "Ecological segre- 
gation"113,"Employment segregation" oder "Occupational segregation"!!* befassen und 
dabei als Instrumentarium die Lorenzkurve bzw. allgemeiner die relative Korrelations— 
Lorenzkurve und die daraus abgeleiteten Indizes verwenden. Im Rahmen der Segrega— 
tionsanalyse wird versucht, Maßgrößen für die Trennung von zwei (soziologischen) 
Gruppen zu entwickeln, bspw. für das Ausmaß, in dem bestimmte Stadtteile über- 
wiegend von weißen oder schwarzen Bevölkerungsteilen bewohnt werden!!5 oder 


112 Vgl. PFÄHLER, W. (1987), S. 7. 

113 Vgl. JAHN, J. / SCHMID, C. F. / SCHRAG, C. (1947). 
114 Vgl. SILBER, J. (1989c). 

115 Vgl. JAHN, J. / SCHMID, C. F. / SCHRAG, C. (1947). 
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unterschiedliche Beschaftigungsanteile von Frauen und Männern in verschiedenen 
Berufszweigen vorliegen. Es liegt keine Segregation vor, wenn die beiden Gruppen in 
den einzelnen Stadtteilen bzw. Berufszweigen gemäß ihrem proportionalen Anteil in der 
Bevölkerung vertreten sind, d.h. wenn die Verteilung unabhängig ist von dem nominal- 
skalierten Merkmal Hautfarbe oder Geschlecht. 


Hier soll nun die Analyse am Beispiel der Berufstätigkeit von Männern und Frauen in 
bestimmten Beschäftigungsarten vorgenommen werden, wobei auf die diskrete Schreib- 
weise zurückgegriffen wird. Die Segregationsansätze lassen sich formal auf der Basis von 
Lorenz— bzw. relativen Korrelations—Lorenzkurven korrelierter Variabler betrachten, 
auf die von PIESCH ausführlich eingegangen wird.!!$ Als Merkmalsausprägungen 
werden die geschlechtsspezifischen Beschäftigungsanteile in i betrachtet, also verhält- 
nisskalierte Merkmale: 

„M 


i=. Männeranteil in Beschaftigungsart i, 
i 


F 


n. 

1 
X. = — 
1 n. 
1 


: Frauenanteil in Beschäftigungsart i 


mit n; : Anzahl der Beschäftigten in i, 


nv : Anzahl der männlichen Beschäftigten in i, 
n? : Anzahl der weiblichen Beschäftigten in i. 
M 


Es ist n=n,; tui, damit x+y = 1 und by + Hy = 1. Man betrachtet also zwei 


vollständig negativ korrelierte Merkmale X und Y , wobei jede Merkmalsauspragung 
mit der Häufigkeit der Beschäftigten in i auftritt. Damit lassen sich wieder die von 
PIESCH hergeleiteten Zusammenhänge für Lorenzkurven von lineartransformierten 
Variablen bzw. Lorenzkurven von korrelierten Variablen ( als Spezialfall einer relativen 
Korrelations—Lorenzkurve ) anwenden.!17 


116 Vgl. PIESCH, W. (1975), §7 und §8. 
117 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 69 und S. 75. 
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Es gilt 


— in Fall A mit py < 0,5 < py : Ly(F) <Ly(F) = Ry > Ry "8, 
— in Fall B mit py < 0,5 < wy : Ly(F) > Ly(F) = Ry < Ry". 


Die Lorenzkurve Ly spiegelt die "diversity in the degree of feminization of the various 


occupations" 120 wider. 


Betrachtet man nun die konvexe relative Korrelations—Lorenzkurve 
Fo+(Fg) = Ly(1 - Ly) mit g(X) = 1 - X und g*(X) = X, läßt sich die Fläche zwischen 


der Diagonalen und dem Kurvenzug als "Maß für das Ausmaß an Segregation" 
interpretieren. Dieser Index Rg wird von SILBER als "G-Segregation-Index" 


bezeichnet. 121 Ro kann als Gini-Koeffizient eines Merkmals mit den 
nM 
Merkmalsausprägungen + interpretiert werden, die mit der Haufigkeit nt auftreten. 12 
cn. 
i 


Es gilt folgender Zusammenhang: 


1 


(8.82) Rg = nx a” 


Ry.123 


D.h. der Wert der geschlechtsspezifischen Gini—Koeffizienten wird jeweils noch mit 
dem Faktor hy bzw. ty relativiert. Es ist also immer auch Ry < by bzw. Ry < un: 


118 Die Indexierung erfolgt jeweils entsprechend der Bezeichnung der Merkmale. 
119 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 71f. 

120 SILBER, J. (1989c), S. 238. 

121 Vgl. SILBER, J. (1989c), S. 242. 

122 Vgl. SILBER, J. (1989c), S. 242. 

123 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 75 Form (159). 
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Da zudem pyRy = uyRy!* gilt, läßt sich Ro auch als Summe der beiden 


Gini—Koeffizienten formulieren: 


(8.83) Ry = Ry+ Ry. 


Liegt keine Segregation vor, ist x, = ty und yj = Hy» folglich sind Ry, Ry und Ro 
gleich Null. 


Im Schaubild der beiden Lorenzkurven bildet die (zweifache) Fläche zwischen F und 
Ly(F) und F und L, (F) ein Maß für das Segregationsausmaß. Ordnet man beide Ver- 


teilungen nach steigendem x. (bzw. y;), läßt sich R auch darstellen als 
(8.84) Ro = Ry - Coy = Ry = Cox 


wobei C g,Y (bzw. Ce x) der der Korrelations—Lorenzkurve Fg y(Fx) (bzw. Fo x(Fy)) 


zugeordnete Korrelationsindex ist. 125 


124 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 69 Form (153). 
125 Vgl. SILBER, J. (1989c), S. 238f. 
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9. Die Lorenzkurve vor dem Hintergrund partieller Ordnungsrelationen 


In der neueren Literatur taucht die Lorenzkurve bzw. die daraus abgeleitete Lorenz— 
Dominanzordnung oder die Ordnung der GL—Kurven immer öfter in Verbindung mit 
einer Vielzahl weiterer partieller Ordnungsrelationen auf, und das unter sehr unter- 
schiedlichen Gesichtspunkten. Das drückt sich in der Gliederung dieses Kapitels aus, 
welche sehr unterschiedliche Aspekte in den einzelnen Abschnitten aufgreift. 

In die Thematik soll mit zwei Kapiteln eingeführt werden, in denen 

1. allgemeine ableitbare mathematische Zusammenhänge zwischen Funktionen kurz 
dargestellt werden (Kap. 9.1) und 

2. bekannte Ordnungsrelationen systematisch beschrieben werden, wobei stets die 
Bezüge zur Lorenzkurve bzw. zur verallgemeinerten Lorenzkurve GL herausgearbeitet 
werden (Kap. 9.2). 

Anschließend wird die Lorenz-Dominanzordnung selbst untersucht (Kap. 9.3). U.a. 
werden äquivalente Darstellungsformen vorgestellt, die wieder auf die Verwandtschaft 
zu vorher bereits vorgestellten Ordnungen hinweisen. 

Einem anderen Strukturierungsaspekt folgen die weiteren Kapitel: 

In ihnen werden bestimmte thematische Fragestellungen aufgegriffen und die dort we- 
sentlichen Ordnungsrelationen nun vor dem jeweiligen Sachhintergrund interpretiert, 
und erneut die Bedeutung der Lorenzkurve vor diesem Hintergrund herausgearbeitet 
werden. Im einzelnen betrifft dies die Ungleichheitsmessung (Kap. 9.4), die Streuungs- 
messung (Kap. 9.5), die Analyse von Lebensdauerverteilungen (Kap. 9.6) und die Beur- 
teilung risikobehafteter Projekte (Kap. 9.7). In der Literatur finden sich weitere 
Anwendungsbeispiele der Lorenz-Dominanzordnung für den Vergleich von Prognoseni, 
oder die Ordnung von Stichprobenmittelwerten.? 


Über den Zusammenhang der Lorenz-Dominanz zur Second order Dominanz und zur 
"variability"—Ordnung? läßt sich das Anwendungsgebiet weiter ausdehnen: Bspw. kann 
zur Charakterisierung von Wartezeitverteilungen? oder zur Definition von Armuts- 
ordnungen5 die Lorenzkurve herangezogen werden. 


1 Vgl. DEGROOT, M. H. / ERIKSSON, E. A. (1985). 

2 Vgl. ARNOLD, B. C. / VILLASENOR, J. A. (1986). 

3 Vgl. Kap. 9.2.1. 

4 Vgl. STOYAN, H. / STOYAN, D. (1969) und WHITT, W. (1980). 
5 Vgl. SPENCER, B. D. / FISHER, S. (1992). 
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9.1 Einige allgemeine Zusammenhänge zwischen Ordnungsrelationen 


Es existiert eine unübersichtliche Vielzahl von Ordnungsrelationen. In einem Überblick 
sollen relativ allgemeine Beziehungen zwischen Ordnungen dargestellt werden, die eine 
Systematisierung bestehender Ordnungen ermöglichen. 


Die allgemeinen Ausführungen beschränken sich auf die Betrachtung zweier stetiger®, 
nichtnegativer Funktionen K(x) bzw. H(x) im Bereich 0 < e < x < d mit Ableitung 
aK (x) = k(x) > 0 bzw. ax = h(x) > 07 im Bereich 0 < e < x < d. 


ÜBERSICHT 12: Kriterien für Ordnungsrelationen zweier Funktionen 
und äquivalente Darstellungsformen 


Kriterium bezüglich K(x), H(x) Äquivalente Darstellung 


1. positive Differenz Verhältnis 

K(x) — H(x) > 0 Hey > 1 fir 0 <e<x¢d 
firO<e<x<d 

2. nicht fallende Differenz 

K(x)-H(x) nichtfallend 


0<e<x<d 


; sul k(x h(x k(x K(x 
3. nichtfallendes Verhältnis Ri > Ei & MRI > E 
K(x) _. k(x)-x . h(x)-x 
noi nichtfallend on > DR 
inietta n We 
x y 


firO<e<y<x<d 


6 Eine Erweiterung der Aussagen auf diskrete Verteilungen ist in der Regel möglich. Für die Inversion 
von Verteilungsfunktionen findet man in der Literatur z.T. linksseitig und rechtsseitig stetige Ver-- 
sionen. 


T Die Annahme der Positivität ist nicht für alle Ausführungen zwingend. 
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Partielle Ordnungen sagen etwas darüber aus, in welcher Beziehung diese beiden Funk- 
tionen über einen vorgegebenen Bereich von x zueinander stehen solle, damit die eine 
Verteilung die andere hinsichtlich eines inhaltlich vogegebenen Kriteriums dominiert. 


Eine Systematisierung nach formalen Kriterien führt zu den in Übersicht 12 
aufgeführten wesentlichen Forderungskategorien und äquivalenten Darstellungsformen. 


Daneben lassen sich einseitige Beziehungen aufstellen, mit deren Hilfe später in 
Kap. 9.2 Bezüge zwischen verschiedenen Ordnungsrelationen hergestellt werden 


können. 
Drei wesentliche Überlegungen sollen hier angeführt werden: 


Theorem A: "Gilt k(x) > h(x) ine < x < d, dann folgt 
K(x) - K(e) > H(x) - H(e) in e < x < d". 


Überlegung: Flachenbetrachtungen führen sofort zu: 


X 


K(x) - K(e)= f k(y)dy > f h(y)dy = H(x) - H(e). 
e e 


Theorem B: "Ist ul nichtfallend in e < x < d und K(e) = 0, dann folgt 
53 nichtfallend in e < x < d". 


Überlegung: Der Gedankengang baut auf dem zweiten Mittelwertsatz der 


Integralrechnung auf.® Danach ist 


8 "f sei eine monotone und g eine stetige reelle endliche Funktion in einem abgeschlossenen Intervall 
[a,b]. Dann existiert dort eine Zahl £, so daß für das (sicher vorhandene) Stieltjsche Integral von f 
b 


über [a, b] bezüglich g die Gleichung f f(x)dg(x) > f(a) [g(E) - g(a)] + f(b) [ g(b) - lH] gilt." 


NAAS, J. / SCHMIDT, H. L. (1979), S. 181. Hier ist f = ae, g = H(x), a = e und b = x. 
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i FE (u) = FS} HE) - H(e)) + FRS HC) - HE) 
= K(x) - K(e) = FRS He) + [ES - FS] BO) + HSE HEED). 


Da der zweite und dritte Summand nichtpositiv sind, gilt folglich 


K(x) = K(x) - K(e) < pai H(x), damit Hey < a= 


Dies ist wegen 3. äquivalent zu “Li nichtfallend in e < x < d". 


Theorem C: "Ist hei nichtfallend in e < x < d und k(d) = h(d), 
dann folgt k(x) < h(x) in e < x < d". 


Überlegung: Aus i nichtfallend in e < x < d folgt, daß für k(x) und h(x) > 0 


in diesem Bereich maximal ein Schnittpunkt vorliegen kann.9 Wenn dieser 
bei d liegt, muß für x < d k(x) < h(x) gelten. Ein weiterer Schnittpunkt 
liegt vor, wenn k(x) = h(x) = 0 gilt. Dadurch werden obige Bedingungen 
nicht verletzt. 


9.2 Überblick über bekannte Ordnungsrelationen und deren Bezüge zur Lorenzkurve 


Zwischen den in den Kapiteln 3, 6 und 7 bereits vorgestellten Ordnungsrelationen 
X>) Y, X<Y,X< YX<Y,X?Y,X?>?Y,X < Y undX > Y lassen sich 
di L GL W D A L») yi) 


u.a. folgende Bezüge herstellen (mit è für py = py und > für py > Ly): 


9 Bei dieser "weichen" Definition ist es durchaus möglich, daß k(x) = c h(x) für ein bestimmtes 
Intervall xelx,; xo]. Dieser Fall soll auch mit dem Begriff "Schnittpunkt" kompatibel sein. 
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X< Y 
GL 
a 5 ye 
X > Y,v22 
p((4)) 
X<Y = 10 X<Y = 
3 L X € Y .„u22 
iL) 
tt 
X>Y@X>Y , X>Y 
D W A 


In knapper Form soll hier ein kurzer Überblick über weitere bekannte Ordnungs- 
relationen gegeben werden. 


Der Zielsetzung gemäß wird versucht, Bezüge zur Lorenzkurve aufzuzeigen, um damit 
indirekt eine Einordnung der Lorenz-Dominanzordnung!! zu ermöglichen. Dabei wird 
hier zur Abgrenzung stets auch die Dominanzrelation der "verallgemeinerten Lorenz- 
kurven" GL!? betrachtet. Bei den in den anschließenden Kapiteln dargestellten Ord- 
nungsrelationen und Anwendungsbeispielen werden überwiegend direkte Bezüge zur 
GL-Dominanzordnung hergestellt. - 


Die Überlegungen beschränken sich auf den Vergleich zweier nichtnegativer Variabler 
mit Fy (x), Fy(x) stetig. Es ist Fy = 0 für x <a, und Fy = 1 für x ? by, bzw. 
Fy =0 fiir y < ay und Fy = 1 fiir y > by, wobei b = max[by,by] und 


a = minfay,ay]? 0. 


Wesentlicher Baustein der bekannten Ordnungen sind Ausdrücke, die als "höhere" bzw. 
"kumulierte (inverse) Verteilungsfunktionen" bezeichnet werden sollen: 


10 Vgl Kap. 9.2.4. 
l Vgl. Kap. 3.2.2. 
12 Vgl. Kap. 3.3. 
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Definition 9.1: Kumulierte Verteilungsfunktion!3: 


Fy (x) = f FLY) (y)dy mit 


für 0 < x < o und v? 1. 
Definition 9.2: Kumulierte inverse Verteilungsfunktion x)(F): 


F für alle v > 1 (OF) = x(F) 
mit 
für alle 0 < F<1 


Kumulierte inverse Verteilungsfunktionen und kumulierte Lorenzkurven unterscheiden 
sich durch den Faktor ty. Der Fall v = 1 fihrt zur verallgemeinerten 


Lorenzkurve GL(F). 


In Abhängigkeit davon, ob man 
— die höhere Verteilungsfunktion oder die höhere inverse Verteilungsfunktion, und 
— die "Differenz positiv bzw. Verhältnis größer eins" oder "Verhältnis nichtfallend" 


13 Vgl. ARNOLD, B. C. (1987), S. 82. 
14 Vgl. Kap. 8.3.1. 
15 Vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M. (1989), S. 316. 
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als ordnungskonstituierend heranzieht, gelangt man zu vier verschiedenen Kategorien 


von partiellen Ordnungen: 


höhere höhere inverse 
Verteilungsfunktion Verteilungsfunktion 
stochastische inverse stochastische 
Dominanz Dominanz 


"Verhaltnis—Dominanz" "inverse 
Verhältnis-Dominanz" 


Bei stochastischer und inverser stochastischer Dominanzordnung läßt sich theoretisch 
eine normierte und eine nicht normierte Version unterscheiden. Für Verhältnis— 
Dominanzen führen solche Normierungsfaktoren nicht zu Bedeutungsänderungen. 

Die Überlegungen greifen auf die in Kapitel 9.1 dargestellten allgemeinen Zusammen- 
hänge zurück. 


9.2.1 Die stochastische Dominanzordnung und deren Bezüge zur Lorenzkurve 


Die vielleicht bekanntesten Ordnungsrelationen sind die der stochastischen Dominanz, 
die für entscheidungstheoretische Fragestellungen entwickelt wurden: 16 


Definition 9.3: Die Variable X wird im vten Grad (v = 1,2,...) stochastisch 
dominiert von Y, (X < Y), wenn FLY) (x) > pi” (x) fir 0 < x < b, 


wobei für einige x eine echte Größer—Beziehung besteht. 


Es gilt 
Satz 9.1: X< YX < YmitO<vim 


(v) (m) 


16 Vgl. HADAR, J. / RUSSELL, W. R. (1969). 
Vgl. LEVY, H. (1992): Übersichtsartikel mit Literaturhinweisen. 
Vgl. BAWA, V. S. (1982); Übersichtsartikel mit Literaturhinweisen zu Anwendungen. 
Vgl. FISHBURN, P. (1980). 
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Überlegung: Anwendung von Theorem A mit k(x) = FA (x), h(x) = FE 9), e= 0, 


d = b, wobei für stetige nichtnegative Variablen 
FL”)(0) = FS (0) = 0 für v = 1,2... ist. 


Bekannt sind insbesondere die Spezialfalle v = 1 und v = 2: 


First order Dominanz (v=1): F(x) > Fy(x) @ 1 — Fy(x) < 1 — Fy(x) 


fir0<x<b 


X< Y impliziert die Mittelwertrelation Hy < by. 
(1 


x x 
Second order Dominanz (v=2): f Fy(y)dy > f Fy(y)dy für 0 < x < b.17 
0 0 


X 5) impliziert ebenfalls die Mittelwertrelation Hy $ hy: 
(2 


Äquivalente Aussagen für First und Second order Dominanz können über Mittelwerte 


formuliert werden. 
b 


b 
Satz 9.2: X $ Ye Ey(e(x)) = f g(x) f(x)dx < Ey(g(2) = f g(x) fy(x)dx 
0 0 
für alle g(x) stetig, nichtfallend in 0 < x < b!8. 


Satz 9.3: X 6) Y & Ey(g(x)) < Ey(g(x)) für alle g stetig,nichtfallend,konkav'? 
2 


= Ey(g(x)) 2 Ey(g(x))für alle g stetig,nichtsteigend,konvex? 
fiir alle 0 < x < b. 


17 Vgl. MARSHALL, A. W. / OLKIN, I. (1979),S. 12, "weak supermajorization”. 
18 Vgl. HADAR, J. / RUSSEL, W. R. (1969), S. 28ff. 

19 Vgl. HADAR, J. / RUSSEL, W. R. (1969), S. 30ff. 

20 Vgl. MARSHALL, A. W. / OLKIN, I. (1979), S. 12. 
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Satz 9.4: Ist yy = in, so gilt X 6) Yo Ey(g(x)) > Ey(g(x)) 


für alle g stetig,konvex,?! 
= By(e(x)) < Ey(6(x) 
für alle g stetig, konkav in 0 < x < b. 


Satz 9.5: X E Y oEy[x-y)*]2 Eyl(x-y)7] Y x e[0,b]22 
x b 
mit El(x-yJ*]= f (x-y) (may = f (x-y)* f(y)dy 
0 0 
und (x-y)* = DI Dea 
0 firx<y 


da f F(y)dy bei partieller Integration in Í (x-y) f(y)dy übergeht. 
0 
0 


Zwischen der Dominanzordnung der GL—Kurven und der Second order Dominanz 
besteht eine äquivalente Beziehung: ?3 


x x 
Satz 9.6: f Fy(x)dx > f Fy(x)dx für 0 < x < œ 
0 0 
F F 
S i x(u)du < f y(u)du & py Ly(F) < uyly(F) für 0 < F < 1. 
0 0 


Überlegung: Bei sich schneidenden Verteilungen wird die Second order Bedingung 


X < Y genau dann über den gesamten Bereich von x eingehalten, wenn in 


den Schnittpunkten der Kurve die vorgegebene Größenrelation der Flächen 


21 Vgl. MARSHALL, A. W. / OLKIN, I. (1979), S. 11. 
22 Vgl. MARSHALL, A. W. / OLKIN, I. (1979), S.11f. 
23 Vgl. YITZHAKI, S. (1991) und THISTLE, P. (1989b), S. 5f. 
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Bs Fs 
vorliegt. Dort ist xc(Fc) = Ys(Fo) und f x(u)du < f y(u)du. Diese 
0 0 


Größenrelation muß ebenso für den gesamten Bereich von F gelten. Eine 
Umkehrung der obigen Überlegungen ist möglich. 


Folglich gilt 


SR A O ERI i a 


Vergleicht man die Verteilung von X = a und Y = DI , ergibt sich demzufolge: 
X Y 


Satz 9.8: X 


Daneben existiert eine Dominanzordnung, die auf der Kumulation von oben aufbaut 
und unter der Bezeichnung "variability"—Ordnung bekannt ist: 


Definition 9.4: X ist variabler als Y (X > Y), wenn 
v 


b b 
f (1-Fy(y)ldy 2 f [1-Fy(y)]dy für 0 < x < b.26 


24 Vel. Kap. 9.4.1. 


25 Einen Spezialfall einer second order dominance beschreibt SHAKED (1980): 


Er betrachtet zwei Verteilungen mit gleichem Mittelwert. Schneiden sich fy und fy zweimal, so 


daß das Vorzeichen der Differenz fy - fy erst negativ, dann positiv und schließlich wieder nega- 


tiv ist, dann ergibt sich, daß die Verteilungsfunktionen sich genau einmal schneiden. Wegen 
b- fy = b-Hy gilt folglich o 

Vgl. SHAKED, M. (1980), ARNOLD, B. C. / VILLASENOR, J. A. (1986), S. 48 und 
WILFLING, B. (1993), S. 18. 


26 Vgl. ALZAID, A. A. (1988b), S. 35; " X is said more variable than Y". 
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Zu dieser Ordnungsrelation gibt es folgende Äquivalenzausdrücke: 


Satz 9.9: X - Y © Ey(g(x)) > Ey(g(x)) für alle g stetig, nichtfallend, konvex,?7 


= Ey(g(x)) < Ey(g(x)) für alle g stetig, nichtsteigend, konkav, 


& py(1- Ly(F)) 2 py(1 - Ly(F)) für 0 < F < 1.28 


Folglich gilt X > Y & X > Y 
v L 


9.2.2 Inverse stochastische Dominanz und deren Bezüge zur Lorenzkurve 
MULIERE/SCARSINI?9 definieren eine inverse Dominanzordnung analog der stocha- 
stischen Dominanzordnung, aufbauend auf der inversen Verteilungsfunktion, zu der 
auch die Ordnung der verallgemeinerten Lorenzkurve von SHORROCKS gehört: 
Definition 9.5: Die Variable X wird "invers dominiert im vten Grad" von Y 


(X s = Y), v > 0, wenn x) (RF) < ye) für 0 < F < 1.30 


Es ist beispielsweise 
dL, (F) dLy(F) 


0 1 
x vie Meg) uyLy (F) < pyLy(F) & x Yo i 
Es gilt 
Satz 9.10: X S Y=X < lymito<v<m3 


Uberlegung: Wegen Theorem A mit k(x) = x4) (PF), h(x) = JE), e=0,d=1. 


27 Vgl. ALZAID, A. A. (1988b), S. 35. 

28 Vgl. MARSHALL, A. W. / OLKIN, I. (1979), S. 12; Herleitung im Anhang. 
29 Vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M. (1989). 

30 Vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M. (1989), S. 316. 

31 Vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M. (1989), S. 316. 
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Baut man diese Dominanzordnung auf der normierten inversen Verteilungsfunktion 

auf, gelangt man zur Ordnung der kumulierten Lorenzkurven selbst.32 

Für by = ly stimmen X > Y und X cl Y überein, ist by < by folgt ausX > Y 
LI v) (v) LY ) 


Wird die Lorenzkurve als Verteilungsfunktion interpretiert, stimmt demnach die sto- 
chastische Dominanzrelation 
Fy > Fy := L( (1) < Liu) mit X > Y überein. 

(v) L) 


9.2.3 Verhältnis-Dominanz und deren Bezüge zur Lorenzkurve 


Analog der stochastischen Dominanzordnung läßt sich allgemein folgende Verhältnis— 


Dominanz definieren: 


Definition 9.6: Die Variable X wird von Y positiv verhältnisdominiert im vten 
v+ PX) | 
Grad , X È) Y, wenn PU) nichtfallend für a < x < b gilt, 
V x 
Y 


v = 0,1 ,2, 3..., vorausgesetzt, das Verhältnis ist definiert. 
Bekannt sind die Spezialfalle v = 0 und v = 133: 


v = 0:34 Dominanz im Sinn des Likelihood-Quotienten. 
v = 1:35 Dominanz in dem Sinn, daß X "einheitlich größer in positiver Rich- 
tung" ist als Y.36 


32 Vgl. Kap. 7.. Der Fall m5) < y(F) fiir alle F kann jedoch nicht auftreten. 
X 


33 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 211f. 


34 Vgl. ALZAID, A. A. (1988b) mit Hinweis auf ursprüngliche Entwürfe von LEHMANN, E. L. (1955 
KARLIN, S. (1957) und KARLIN, S. / RUBIN, H. (1956). 


35 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 211 und KEILSON, J. / SUMITA, U. (1982), S. 182ff. 
36 "Uniformly larger than Y in the positive direction", ALZAID, A. A. (1990), S. 211. 
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Es gilt 
yt v* 
X < Y => X< Ymit0<v<m 
(m) 
a und d = b, k(x) = FL”)(x), 


Satz 9.11: 
(v) 


Überlegung: Anwendung von Theorem B mit e 
h(x) = FO (2), K(e) = FW (a) = 0, v = 0,1,2, . 


yt 
Satz 9.12: X < ead Y. 
1) 


Überlegung: Anwendung von Theorem C mit k(x) = Fy(x), h(x) = Fy(x), 
e = a , d = b; im Bereich < x < a gilt Fy(x)=F,(x)=0. 


vt 
Satz 9.13: X < FRATE TE 
2 L 


Überlegung: Wegen py = py ist F(2)(b) = F(2/(b) =b- 4. 
Anwendung von Theorem C mit k(x) = F{?)(x), h(x) = FI x), 
e = a, d = b führt zu FL?) (x) < F(2(x) für a < x < b; 


für 0 < x < a gilt FL2(x) = FI) = 0. 


Wiederum läßt sich als Spezialfall die Verteilungsfunktion "Lorenzkurve" betrachten: 


+ LAr 
dh Fo < F x: ichtfallend für 0 < F < 1 fü 12 
< , wenn nic end für <Ifirv=12..: 
Li (0) a 
X = xy was für 


Lio) vex 


An der Stelle F = 0 gilt L{”)(0) = LI” (0) = 0, damit 


ay > 0 definiert ist. 
Eine Übertragung der obigen Sätze führt zu: 


v? 

Satz 9.14: Fy i Fy = Ly (F) < Ly(F) fir 0 < F <1. 
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Satz 9.15: F =Ry = LI) cri? E) füro < F< 1. 


X Y X z 


Neben dieser positiven Verhältnisdominanz ließe sich auch eine "negative Verhältnis- 
dominanz" definieren. Es soll für diese Betrachtung jedoch nur zusätzlich die Domi- 
nanzordnung "X ist einheitlich größer in negativer Richtung als Y" eingeführt werden: 


si v- 1-Fy(x) 
Definition 9.7: X > Y , wenn nichtfallend in a < x < b, 
(1) PYG) 


vorausgesetzt, das Verhältnis ist definiert. 37 


Es gilt 
V- 
Satz 9.16: X> YX > Y.38 
(1) (1) 
Uberlegung: Analog Theorem C. Der Schnittpunkt liegt bei a. Demnach diirfen sich im 
im Bereich a < x <b 1- Fy(x) und 1 — F\(x) nicht mehr schneiden, 


wobei 1 — Fy(x) > 1 — Fy(x) gelten muß. 


9.2.4 Inverse Verhältnis-Dominanz und deren Bezüge zur Lorenzkurve 


Einige in der Literatur sehr bekannte Ordnungsrelationen lassen sich zu der Gruppe der 
"inversen Verhältnis-Dominanzordnungen" zusammenfassen, wenn man zusätzlich for- 
dert F,, streng steigend.?? Zu dieser Gruppe gehört beispielsweise auch die Star- 


shaped—Dominanzordnung. 40 


37 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 211 und (1988b), S. 36. 
38 Vel. ALZAID, A. A. (1990), S. 212. 

39 Vgl. BARLOW, R. E. / PROSCHAN, F. (1981), S. 106. 
40 Vel. Kap. 3.1. 
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Definition 9.8: Die ae X m Y positiv invers verhältnisdominiert, 
v*(-1 7 
È) Y, wenn TALE nichtfallend ind<F<1 v= -1,0,1... 
V x 


) 
und y’(x) > 0. Es ist x YR) = au = x’(F). 


Folgende Spezialfälle treten in dieser Klasse auf: 
Spezialfälle Bezeichnung 


X ist konvex geordnet gegenüber Y, 


Y(F) nichtfallend fir0<F<1 x<Y4, wenn FY F, (x) konvex ist 
C 


x'(F) 


über den Bereich von x. 


X ist "Starshaped" geordnet gegenüber Y, 


x<ya 
* 


X hat eine steigende Lorenzkurve relativ 


N, htfallend fir0<F<1 Yin positiver Richtung, X > Y43 
nic en ur Zu in po 1t1VeEI Cc ung, ? 
byLy(F) IL* 


Es gilt: 
v*(-1) v+(-1) 
X < Y=2X < Yfirale-1<Kv<m. 
(v) (m) 


Satz 9.17: 


Überlegung: Anwendung von Theorem B mit k(x) = E), h(y) = xF), e = 
d = 1.44 


41 Vgl. VAN ZWET, W. R. (1964), S. 48 und BARLOW, R. E. / PROSCHAN, F. (1981), S. 106. 
42 Vgl. BARLOW, R. E. / PROSCHAN, F. (1981), S. 106 und ALZAID, A. A. (1990), S. 213. 
43 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 214. 


44 Es wird davon ausgegangen, daß x(0) = 0 ist. 
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Damit ist z. B.X < Y s X x Y.45 
c 


Auch hier lassen sich wieder Bezüge zur Lorenz-Dominanzordnung entwickeln. Es gilt 
insbesondere: 


Satz 9.18: X < Y= X< Ya 
L 


y(F)/uy 
t} . ‘ct Sani n i f " 
Uberlegung: X : Y ist äquivalent der Aussage UF Vix nichtfallend in 0< F <1 
Da die Flache unter der normierten inversen Verteilungsfunktionen 
auf Eins normiert ist, miissen sich va und ms mindestens einmal 


schneiden. Daraus folgt, daß sich die beiden Funktionen im Bereich 
0<F < 1 genau einmal schneiden, wenn eine Starshaped—Dominanz— 


relation vorliegt, wobei zunächst für kleine F 
y(F).,x(F}) 


< 
o“ 
al, ra), 
Ly(F) = [SU f q=Ly(F)fir0<F<1 
x a 


gilt. Dies führt wiederum zur Relation 


Es ist hierbei möglich, daß x(0) = y(0) bzw. x(1) = y(1) gilt. 


v(-1) 
Satz 9.19: X < Ysa X<Y“ 
(1) L 
j) 3 n Y Ly(F) ; moa LIRE „ey(F) ; n; 
Uberlegung: i IF) nichtfallend" ist äquivalent LAF) nichtfallend" in 
X X 
1-6) (1) 
7 ; 3 . Ly( 6-0 +0 Ly 
0<F< 1. Für stetige Verteilungen ist = 1 und 
ur 18 TUC ung ni LJ L,(1) un 
Ly(€) Ly(0) Ly(F) 
Y e-0 Y n Y : , . 
2—5 .D. h. für F < 1 muß kleiner eins sein. 
Lyle) Lx(0) Ly(F) 


45 Vgl. BARLOW, R. E. / PROSCHAN, F. (1981), S. 107. 
46 Vgl. auch FELLMAN, J. (1976), S. 823f. 
47 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 214. 


Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0 
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM 
via free access 


187 


In Abhängigkeit von Lorenzkurvenausdrücken lassen sich die folgenden Ordnungen 
auch umschreiben: 


2 2 
dLy(F)/dF 
v=0: X<KY:= y(F)_ = . > nichtfallend fir 0<F<1, 


cx'(F) dL&(F)/dF 


dL,(F)/dF 
ve]: 2 72 LE = aL TRITAF- | ze nichefllend für 0 < F < 1 


Im Gegensatz zur (inversen) stochastischen Dominanz spielen bei Verhältnisdomi- 
nanzen die Mittelwerte als konstante Faktoren keine Rolle. 


X S Y erfordert, daß die zweite Ableitung der relativen Korrelations—Lorenzkurve 


Ly(Ly) nicht negativ ist: 


dLy(F) dLy 
al dLy(F) | d dLy dLy (F) 
Ks gilt = ee > 0, genau dann, wenn 
X 


Y 
A dLy > 0.d x > 0 erfüllt ist 
= — 2 0,da—gp— > Oerfüllt ist. 
X dLy 


In Analogie zu Definition 9.7 läßt sich auch hier eine negative inverse Verhältnisdomi- 
nanz definieren. 


Definition 9.9: X hat eine nichtfallende Lorenzkurve relativ zu Y in negativer 
1-Ly(F 
r X N 4 : 
Richtung (X > Y), wenn ILF) nichtfallend für 0 < F < 1 gilt.48 
IL Y 


48 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 214. 
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9.2.5 Eine zusammenfassende Übersicht 


Ein zusammenfassender Überblick über die wichtigsten Zusammenhänge zwischen den 
bereits vorgestellten Ordnungsrelationen (für v < 3) soll der Einordnung der Lorenz— 


Dominanzordnung dienen. 


ÜBERSICHT 13: Wichtigste Zusammenhänge zwischen den in Kapitel 9.2 
vorgestellten Ordnungsrelationen 


x <V+(-1)y 
(1) 


mit a für py = phy, > für py > py und © für py < Ly. 
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9.3 Die Lorenz—Dominanzordnung 


Dieses Kapitel soll in einer übersichtlichen Darstellung noch einmal äquivalente For- 
men der Lorenz-Dominanzordnung und aus der Lorenz-Dominanzordnung folgende 
Beziehungen vorstellen (Kap. 9.3.1), sowie Auswirkungen von Transformationen (Kap. 
9.3.2) bzw. von Mischung und Aggregation (Kap. 9.3.3) auf die Lorenz-Dominanz- 
beziehungen begutachten. 


9.3.1 Aquivalente Darstellungsformen zur Lorenz-Dominanzordnung 


Für zwei nichtnegative Variablen X und Y mit positivem und endlichem Erwartungs- 
wert ist die Lorenz-Dominanzbeziehung definiert als X < Y : Ly(F) > Ly(F) für 
L 


0<F<1l. 
Eine solche Dominanzrelation folgt z.B. immer dann, wenn sich na und ina genau 


einmal schneiden. Dies ist bspw. bei Starshaped geordneten Verteilungen der Fall. 
Umgekehrt ist aber auch eine Lorenz-Dominanzordnung möglich, obwohl sich die nor- 
mierten inversen Verteilungsfunktionen zweier Variablen mehr als einmal schneiden. 
Bspw. im Fall eines Transfers eines Merkmalsbetrags von einem größeren an einen klei- 
neren Merkmalsträger schneiden sich die (normierten inversen) Verteilungsfunktionen 
im Bereich zwischen den beiden ursprünglichen Merkmalswerten genau einmal, davor 
bzw. danach sind sie deckungsgleich. 

Einige Beiträge untersuchen die Fragestellung, inwieweit für bestimmte Klassen von 
Verteilungstypen bei verschiedenen Parameterkonstellationen eine Lorenz-Dominanz- 
beziehung besteht.49 

Äquivalente Definitionen setzen sehr oft Hy = ky voraus. Diese Bedingung ist u. a. 


dann erfüllt, wenn statt X und Y X = ie und Y = pm oder by Y und hy" X zum 
Vergleich herangezogen werden.5° Die Äquivalenzrelationen lassen sich entsprechend 
umformulieren. 
Es ist bpw. X< Yo X<YoaX > Y. 

L L (2) 


49 Vgl. TAILLIE, C. (1981), ARNOLD, B. C., ROBERTSON, C. A. / BROCKETT, P. L. / 
SHU, B.—Y. (1987), WILFLING, B. (1993) und WILFLING, B. / KRAMER, W. (1993). 


50 Vgl. WILFLING, B. (1993), S. 20. 
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Im einzelnen gelten folgende (bereits bekannte) Aquivalenzaussagen zu X > Y: 


ÜBERSICHT 14: Aquivalente Darstellungsformen zur Lorenz-Dominanzordnung 


Fy > Fy, (FymitDichteX(F) FL mit Dichte Y(F))s2 
Ep {h(F)]2 Ep [h(F)] für alle h nichtfallend in F53 
x Y 


Elg(X)] > E[g(Y)] für alle g stetig konvex in x54 
E[g(X)]< E[g(Y)] für alle g stetig konkav in x 


X X 


X < Y:pyAy(x)55= f Fy(y)dy> f Fy(y)dy für alle x > 058 
x x 


Hy Wy (x)= f(1- Fx(y))dy <$ J (1 - Fy(y))dy für alle x > 088 
0 


X > Y: pyDy(x)0= f (1- Fy(y))dy 2 f (1 - Fy(y))dy für 


allex> 0 


51 Vgl. TAILLIE, C. (1981), S. 186. 
52 Vgl. ALZAID, A. (1990), S. 219f. 
53 Vgl. Kap. 9.4.1. 


54 Vgl. HARDY, G. H. / LITTLEWOOD, J. E. / POLYA, G. (1929), S. 151, KARAMATA, J. 
(1932), S. 145ff und ARNOLD, B. C. (1987), S. 37. 


55 Vgl. Kap. 6.3 und 9.2.1. 

56 Vgl. ATKINSON, A. B. (1970), S. 145ff. 
57 Vgl. Kap. 6.1. 

58 Vgl. TAILLIE, C. (1981), S. 186. 

59 Vgl. Kap. 6.2 und 9.2.1. 
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b b 
f Fx()dy< f Fy(y)dy für alle x > 0, b = max [by by] < o 
Ey [(y - x) ]2 Eyl(y - x) ] für alle 0 < x < b® 
b 
mit El(y - x) ]= f (y - x) fly)dy 


X 


Ey [(x - y) ]2 Ey[(x - y) ] für alle 0 < x < b 
mit B{(x - y) ]= f (x-y) f(y)dy 
0 


Wie aus der Übersicht ersichtlich, erhält man diese Aquivalenzaussagen insbesondere 
über zwei unterschiedliche Ansätze: 


1. Die Lorenzkurve wird als Verteilungsfunktion interpretiert und auf diese dann die 
Überlegungen bzgl. der First order Dominanz übertragen. 


2. Unter der Nebenbedingung py = u, besteht eine Äquivalenz zur Second order 


Dominanz und zur "variability"—Ordnung. Für diese gibt es, wie Kap. 9.2.1 zeigt, 
verschiedene Darstellungsformen. 


Eine weitere Äquivalenzaussage stammt von STRASSEN:®1 


Satz 9.20: Es gilt X < Y genau dann, wenn zwei Variablen Y’ und Z’ existieren, für die 
L 


gilt "Y’ ist verteilt wie Y" und "X ist verteilt wie a-E(Y’|Z’)" für manche a > 0.62 


60 Vgl. ARNOLD, B. C. (1987), S. 37. Vgl. auch Kap. 6.2. 
61 Vgl. STRASSEN, V. (1965) und ARNOLD, B. C. (1987), S. 39. 
62 Vgl. ARNOLD, B. C. (1986), S. 48 und (1990), S. 254 sowie WILFLING, B. (1993), S. 15f. 
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Entsprechend läßt sich aus der Lorenz-Dominanzordnung folgern: 
Für den Fall yy > yy folgt aus Ly(F) > Ly(F) GLy(F)> GLy(F)o X 6) Y, wobei 
2 


diese Beziehung wieder entsprechende Aquivalenzdarstellungen hat, wie in Kapitel 
9.2.1 ausführlich erläutert wird. 
Im Fall py < py folgt aus Ly(F) > Ly(F)  #y(I-Ly(F)) < #y(1-Ly(F)) mit den 


entsprechenden Aquivalenzdarstellungen in Kapitel 9.2.1. 


9.3.2 Lorenz—Dominanz erzeugende und erhaltende Transformationen 


Eine Reihe von Autoren®3 haben sich mit der Frage auseinandergesetzt, welche Auswir- 
kungen Transformationen auf eine Lorenz-Dominanzordnung haben. ARNOLD unter- 
scheidet zwei Fragestellungen: 

1. Welche Klasse G, von Transformationsbeziehungen g ist Lorenz—Dominanz erhal- 


tend ("inequality preserving"), d.h. wann gilt X < Y = g(X) < g(Y)? 
L L 


2. Welche Klasse Go von Transformationsbeziehungen g führt für jede nichtnegative 


Variable X mit 0 < by <o zu der Lorenz—Dominanzbeziehung g(X) < X ? 
L 


Folgende Ergebnisse lassen sich herleiten: 
Satz 9.21:64 Die einzigen Funktionen g, die zu G, mit 


G,: {g: X < Y = g(X) < g(Y)} gehören, sind die der Form 
L L 

81,b = b,x ,X > 0 mit b, €(0,0) 

89,10%) = bo ‚X > 0 mit bo E(0,0) 


B3,bq(*) =), cao 


= by , x > 0 mit by €(0,0). 


63 Vgl. FELLMAN, J. (1976), JAKOBSSON, U. (1976), EICHHORN, W. / FUNKE, H. / 
RICHTER, W. F. (1984), PIESCH, W. (1975), ARNOLD, B. C. (1987/1991), ARNOLD, B. C. / 
VILLASENOR, J. A. (1986) und ARNOLD, B. C. / ROBERTSON, C. A. / BROCKETT, P. L. / 
SHU, B.—Y.(1987). 


64 Vgl. ARNOLD, B. C. (1987), S. 45f und (1991), S. 28. 
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Überlegung: Ausführliche Überlegungen finden sich in ARNOLD/VILLASENOR.® Da 


proportionale Transformationen die Lorenz-Funktionen nicht ändern, 
muß g, dieser Klasse G, angehören. Weiter kann man für die spezielle 


Ausgangssituation einer Lorenz-Dominanzrelation von zwei Zweipunkt- 
verteilungen von X und Y mit gleichen Merkmalsausprägungen die geeig- 
neten Funktionen 8; ermitteln. Dies führt zu B1 > B9 und By. °° Diese Menge 


an Funktionen gibt die maximal möglichen transformationserhaltenden 8; 


an. Eine anschließende Prüfung für alle übrigen Ausgangssituationen führt 
dann schließlich zu G, 


Da Lorenzkurven bei proportionalen Änderungen der Verteilung konstant bleiben, läßt 
7 of n t 
sich zudem formulieren "X > Ye byX 2 byY, by> 0, by> 0",67 


Satz 9.22: Zu der Klasse G, { g: g(X) < X} gehören unter anderem Funktionen 


< 
L 
g:R'—R' für die gilt: 


g(x) > 0 für jedes x > 0, g(x) ist monoton steigend für 0 < x < œ, 


glx) ist monoton nichtsteigend für 0 < x <vo. 


Überlegung: Für Funktionen g dieser Form gilt die Starshaped-Dominanzrelation 
Y=g(X) > X, aus der die Lorenz—Dominanzrelation g(X) < X folgt68. 
L 


Für g(X) = a + bX untersucht PIESCH®? ausführlich, inwieweit eine Lorenz— 
Dominanzbeziehung entsteht. 


65 Vgl. dazu auch ARNOLD, B. C. (1991), S. 28. 

66 Mit Hilfe von Lemma 21 und 22, S. 27f in: ARNOLD, B. C. (1991). 

67 Vgl. WILFLING, B. (1993), S. 13. 

68 Ein ausführlicher Beweis findet sich bei ARNOLD, B. C. (1987), S. 47 und (1991), S. 29. 
69 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 68ff. 


Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0 
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM 
via free access 


194 


9.3.3 Lorenz—Dominanz bei Aggregation und Mischung von Verteilungen 


Mit der Fragestellung der Lage von Lorenzkurven bei Sektorenaggregation hat sich 
ausführlich PIESCH’® befaßt. Er zeigt 


Satz 9.23: "Die Lorenzkurve eines Aggregats liegt immer zwischen oder unter den 
Lorenzkurven der Sektoren."7! 


LAM?? setzt sich mit der Fragestellung auseinander, unter welchen Bedingungen die 
Lorenzkurve einer aus zwei Verteilungen aggregierten Verteilung zwischen den Lorenz- 
kurven der Ausgangsverteilungen liegt. Betrachtet wird eine Verteilung mit ny Merk- 


malsträgern, Dichte f,(x) und x, nin > 0 zu der eine zweite mit n, = n - n} Merk- 


1,mi 
malsträgern und Dichte f(x) hinzugefügt wird, so daß sich die aggregierte Verteilung 


f agg(*) ergibt. LAM zeigt folgendes: 


Satz 9.24: Es ist X age $ X, genau dann, wenn Xo $ X, und h = Ho. 


Überlegung: Aus Lo > L, und py = u, folgt lagg My = My: Die Werte der Verteiungs- 


funktion Fagg liegen stets zwischen den Verteilungsfunktionswerten Fy 


22 
n 


ni 
und Fo: Fagg” = F} + 


Fy und Fo befinden sich in einer Second order Dominanzbeziehung 


Fo= hF} + hoFo. 


y y 
Jf F,(x)dx 2 fFo(x)dx. Daraus ist ableitbar wegen hy = 1 - hy 
0 0 


y y 
ho f F (x)dx > hy f Fo(x)dx 
0 0 
y y y 
= fF;(dx> f (hF (x)+ hoFo(x))dx= f F pgg) 
0 0 0 


70 Vgl. PIESCH, W. (1967). 
71 PIESCH, W. (1975), S. 209. 
72 Vgl. LAM, D. (1986). 
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D.h. die aggregierte Verteilung und die Verteilung Fy befinden sich 


ebenfalls in einer Second order Dominanzbeziehung und damit gilt bei 
gleichen Mittelwerten L, gg(F) > L,(F) für alle F. 


Umgekehrt folgt aus L agg F) > L, (F) Hy = Hagg WAS aufgrund von Stei- 


<x und 


gungsüberlegungen und der Tatsache, daß Xagg,min < 


1,min 
gilt, nachweisbar ist. Wegen Satz 9.23 ergibt sich 
(F) > Ly(F). 


> 
Xagg,max = X1 ‚max 


dann L,(F) > L, „(F), also Lo(F) > L 


agg agg 


Fiir die Variablenaggregation gilt folgendes: 


Betrachtet man den allgemeinen Fall der gewogenen Summenvariable Z = 3 aX; mit 
1 


a, > 0, läßt sich über die Ergebnisse aus Kapitel 8.2 schnell herleiten: 
k %Px. 


f i : a 
Satz 9.25: L,(F) > : fig Da 73 > mi ba für jede Stelle F 


k 
mit yz = o SAX, 


Die Lorenzkurve einer gewogenen Summenvariablen liegt also immer zwischen oder 
über den Lorenzkurven der einzelnen Komponenten, d. h. es läßt sich die "umgekehrte" 


Aussage im Vergleich zur Sektorenaggregation folgern. 

Im Spezialfall X, = h.(Z) mit h,(Z) > 0 fiir alle i, folgt wegen der Ubereinstimmung der 

einzelnen Korrelations-Lorenzkurven F, (F7) mit den Lorenzkurven der Komponenten 
i 


k ĉi PX, 
Ly (Fx) aus (8.25) Lz(F)= 2 7 Ly (P). 


Die Lorenzkurvenwerte des Aggregats ergeben sich dann als gewogenes Mittel der 

Lorenzkurvenwerte der einzelnen Summenvariablen. 

Liegt eine Lorenz—Dominanzrelation Ly (F) ¢ Ly (F) für alle i # 1 über alle F vor, 
1 i 


folgt sofort L,(F) > Ly (F).74 

1 
73 Vgl. SATCHELL, S. E. (1987), S. 325 und RIETVELD, P. (1990), S.189. 
74 Vgl. RIETVELD, P. (1990), S. 189. 
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Weiter läßt sich herleiten: 


Satz 9.26: Gilt u, = py und Ly(F) > Ly(F) für 0 < F < 1, dann folgt 
für Z = aX + (1-a)Y mit 0<@a<1 Ly(F) 2 L,(F) 2 Ly(F). 


Uberlegung: Unter den in Satz 9.26 genannten Voraussetzungen gilt E(g(X)) < E(g(Y)) 
fiir alle g stetig, konvex und by = hy = Hg; 


Fiir stetige, nichtfallende, konvexe Funktionen g folgt 
g(Z) < ag(X) + (1-a)g(Y), also 


E(g(Z)) < aE(g(X)) + (1-@)E(g(Y)) < E(e(Y)) 
© ug(1 - Ly(F)) < py(1 - Ly(F)) für 0 < F < 1 
= Ly(F)>Ly(F)firO<F<1. 


Für stetige, nichtsteigende, konvexe Funktionen g folgt 
g(Z) > ag(X) + (1-a)g(Y), also 


E(g(Z)) > aE(g(X)) + (1-@)E(g(Y)) > E(g(X)) 
© pyLy(F) < pyLy(F) fir0<F<1 


= Ly(F)<Ly(F). 


D.h. die Lorenzkurve eines gewogenen Mittels zweier Variabler mit gleichem arithmeti- 
schen Mittel liegt bei Lorenz-Dominanz dieser Variablen zwischen den beiden Lorenz- 


kurven. Folglich gilt Ry < R7 < Ry. 
Eine Erweiterung dieses Satzes auf Z = 5 aX. mit a; > 0, y a, = 1 und identischen 
i i 
Mittelwerten by = by = fly führt unter Anwendung der Jensen’schen Ungleichung?5 
i 
bei der Ausgangslage PI < 1a E < a für i # 1,2 zu der Aussage 
Ly (F)< L,(F) < Ly (F) fiir alle F. 


x | . 


1 


75 Jensen’sche Ungleichung: g konvex + 3 a.g(x.) > g(Za.x.), g konkav + Y a.g(x.) < g(Dax.). 
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9.4 Die Bedeutung verschiedener Ordnungsrelationen für die Disparitätsmessung 


Das Augenmerk dieser Arbeit richtet sich schwerpunktmäßig auf neuere Beiträge zur 
Ungleichheitsmessung im Zusammenhang mit der Lorenzkurve. Es soll daher (noch 
einmal) unter dem Aspekt der Betrachtung partieller Ordnungsrelationen herausge- 
stellt werden 


1. inwieweit die Lorenz-Dominanzordnung der Herleitung von relativen Ungleich- 
heitsmaßen dienen kann. Von Ungleichheitsmaßen werden eine Vielzahl von Eigen- 
schaften gefordert. Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaften mit der Lorenz— 
Dominanzordnung einhergehen. 


2. welche alternativen Ordnungen im Zusammenhang mit der Ungleichheitsmessung 
herangezogen werden. 


Insbesondere letzteres wurde in vorangegangenen Kapiteln bereits angeschnitten und 
soll daher nur relativ kurz zusammengefaßt werden. 


9.41 Die Lorenz-Dominanzordnung und Ungleichheitsindizes 


Einen allgemeinen Zusammenhang von X > Y [Ly(F) < L(F) für 0 < F < 1] und der 
L 


Ordnung von Indizes stellt FOSTER?’ vor: 


Da die Lorenzkurve als Ungleichheitsindikator die vier Eigenschaften "Mittelwerts- 
unabhängigkeit, Symmetrie, Transferprinzip und Populations—Vervielfachung" 
aufweist, läßt sich folgender Satz formulieren: 


76 Vgl. FOSTER, J. E. (1985), S. 48, FOSTER, J. E. / SHORROCKS, A. F. (1988) sowie auch 
CHAKRAVARTY, S. R. (1990), S. 35ff. 
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Satz 9.27: Beim Vergleich zweier Verteilungen nichtnegativer Merkmalswerte x 
und y sind folgende Aussagen äquivalent: 
i) X > Y: Lx(F) < L(F) fir0< F< 1. 


(ii) DI 


x? Dy für alle Indizes D', die mittelwertsunabhängig und symme- 


trisch sind und sowohl die Verschiebungs— als auch Propor- 
tionalitätsprobe erfüllen. 77 


Aus den bisher vorgestellten (Äquivalenz-)Relationen lassen sich zudem sehr direkt 


Beziehungen zwischen X > Y und Größenrelationen von Erwartungswerten herleiten, 
L 


die z. T. mit bekannten Meßgrößen übereinstimmen. 


X>}Ya E E[e(X)] > E[g(Y)] für alle stetigen, konvexen 
L 2 
Funktionen g : RR. 
Für spezielle Funktionen g(X) ergeben sich demnach obige Größenrelation von Kenn- 


ziffern, die eine notwendige Bedingung für die Einhaltung der Lorenz—Dominanz- 


ordnung darstellen: 


g(x) = f F- (u)du > Elg(X)] = Ry 
a 
_ > 
g(x) = f F$?) ujan > Elg(X)] = + 
a 
-xttl - t+1 
g(x) = F = E[g,(X)] = I 78 


77 Für eine identische Anzahl von Merkmalsträgern und gleichen Mittelwert ist die Äquivalenz für In 
dizes gegeben, die symmetrisch sind und das Transferprinzip erfüllen, also schur—konvex sind. 
Vgl. dazu beispielsweise WAGENHALS, G. (1981), S. 101f oder das Stichwort "Majorization" in 
MARSHALL, A. W. / OLKIN, I. (1979). 


78 Vgl. TAILLIE, C. (1981), S. 188. 
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2 
Für t = 1 führt dies wieder zu u für t = 0 zum Theilschen Ungleichheitsmaß 


E[X log xj7s, für t = —1 zu log [u/GM]® und für t = — 2 zu 5 [fr -1 | mit GM als 
geometrischem und HM als harmonischem Mittel.8! 


1 
g(x) = (x + 1)? = E[g(X)] = A mit A als Lorenzkurvenlänge. 


Die Interpretation der Lorenzkurve als Verteilungsfunktion ermöglicht eine weitere 
Äquivalenzaussage. Es gilt 


Satz 9.2882: X > Y e Fy > Fy © Ep [IF)]? Er EF) 
L “a. Fx Fy 
für alle nichtfallenden Funktionen J 
1 
f F 
mit Ep [IR] = f S. (FIF = 1 
0 


b 
— f X_ J(F(x)) f(x)dx = Ey | 


m 
0 X 


Zwischen Lorenz—Dominanzrelation und der Ordnung der von PIESCH und MEHRAN :3 
vorgeschlagenen Klasse von linearen Maßen I = Eņp[J(F)] für alle stetigen 


nichtfallenden Funktionen J besteht also obige Größenrelation. Spezielle Mitglieder 
dieser Klasse sind mit 


J(F)=2F-1 : I=R 
_ ’ Hin Kb 
J(F) = vr’ l-1 Is = 
: MA 
J(F) = 1 — y(1-F)” para ie. 


79 Vgl. z. B. WAGENHALS, G. (1981), S. 59f, RINNE, H. (1995), S. 155. 

80 Vgl. RINNE, H. (1995), S.155, wird auch als Theil—Koeffizient bezeichnet. 

81 Herleitung siche Anhang. 

82 Vgl. ALZAID, A. (1990), S. 217. 

83 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 130f und MEHRAN, F. (1976), S. 805ff. Vgl. dazu Kap. 7. 
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9.4.2 Die Bedeutung der Starshaped-Ordnung für die Ungleichheitsmessung 


ZENGA84 schlägt — wie bereits in Kap. 2 und 3.1 angesprochen — neben der Lorenz- 
Dominanzordnung (als Kriterium für "X is more concentrated than Y") eine weitere 
Ungleichheitsordnung vor, die sich (bei stetigen Variablen) im Kern auf die der 
Lorenz—Dominanzordnung vorgelagerte Starshaped—Ordnung X r Y zurückführen läßt, 


wenn y’(x) 2 0 gilt. 


Definition 9.10: "Eine stetige, nichtnegative Variable X weist eine relativ stärkere 
"relative globale Ungleichverteilung"85 als die der stetigen nichtnega- 
tiven Variablen Y auf, wenn ng < di für alle 0< q<F<1". 


Die Definition entspricht der Aussage n nichtfallend in 0 < F < 1. 


Dahinter steht das Werturteil, daß sich bei einer proportionalen Änderung Y = bX 
diese "globale Ungleichverteilung" nicht ändert und bei einer Absolutverschiebung 
Y = a + X (a > 0) die "globale Ungleichverteilung" zunehmen soll. 


ZENGA fordert als eine Eigenschaft für ein Punktkonzentrationsmaß C(p)8®, daß gelten 


soll aus "x E) nichtfallend in 0 < F < 1" folgt "Cy(p) < Cy(p) für alle 0 < p < 1". 


Formal genügen also alle die Kurvenzüge diesem Anspruch, die sich über eine aus der 
Starshaped—Ordnung folgenden Ordnungsrelation in der angegebenen Richtung ordnen 
lassen; so z.B. Z(p), die Differenzfunktion F — L(F) oder et) =1- Mal?) 

m 


Die Lorenzkurven L(F) selbst ordnen sich auch, aber es gilt Ly(F) > Ly(F). 


84 Vgl. ZENGA, M. (1990), S. 105 und POLISICCHIO, M. (1990), S. 384f. 
85 "Relative global inequality"; ZENGA, M. (1990), S. 105. 
86 Vgl. auch Kap. 2 und Kap. 5 sowie ZENGA, M. (1990), S. 106. 
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9.4.3 Inverse stochastische Dominanz, Dominanz der kumulierten Lorenzkurven 
und Ungleichheitsmessung 


MULIERE/SCARSINIS? und ALZAID88 setzen sich mit der inversen stochastischen 
Ordnung zweiten Grades und der entsprechenden Ordnung der Gini—Koeffizienten 


zweier Verteilungen auseinander. Es gilt: 


Satz 9.29:89 "Wenn È Y und py = by gegeben ist, folgt Ry 2 Ry". 
2 


F 
Uberlegung: x IF) > y (2)(F -f Hy Ly e: by L(u)du 


“Lan ES 


Betrachtet man direkt die in Kap. 7.1 eingefiihrte Dominanzordnung der von unten 
kumulierten Lorenzkurven, so gilt 


Satz 9.30: "Aus X È) Y folgt Ry > Ry." 
2 


L 
i si x l- Ry 1- Ry 
Überlegung: Aus f Ly(u)du < f L,(u)du folgt sofort ——— < — —. 
0 0 


Satz 9.30 kann erweitert werden, indem man allgemein die kumulierte Lorenz- 
Dominanzrelation für v > 2 betrachtet: 9° 


Satz 9.31: Aus X 7 y für 0 < F < 1 und v ? 1 folgt [(X,v) > T(Y,v) für k > v. 
L 


87 Vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M (1989). 

88 Vgl. ALZAID, A. A. (1990). 

89 Vgl. MULIERE, P. / SCARSINI, M. (1989), S. 318. 
90 Vgl. Kap. 7.1. 
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Überlegung: Aus LE NF) < LE NF) folgt 
1. LEV) < LEPO) © r(X,v) > r(Y,v) und 
9 LAY) p) < L(/+1)F) Er ae < L(2+1)(1) 
# T(X,v+1) > T(Y,v+1). 


Folglich ist eine notwendige Bedingung für die Einhaltung der höheren inversen 
Dominanzordnung bei py = Hy die Bildung einer entsprechenden Reihenfolge dieser 


höheren Indizes T. 
Entsprechend kann man auch für die von oben kumulierten Lorenzkurven formulieren: 91! 


Satz 9.32: Aus ECM) < EHM (Fy füro< F< 1 und v> 2 
folgt T’(X,k)< T’(Y,k) mit k > v. 


Überlegung: Es folgt aus EHM) < LL) Fy) 
1 TEM ay < TLO) PD) <P), 
9 ELU UNT < A Ry = 
TL i) < TEOD) a (X41) < D(Y,041). 


Für sich schneidende Kurven läßt sich aussagen: 


Satz 9.33:92 Ist Ly(F) < Ly(F) für alle 0 < F < q und 
Ly(F) > Ly(F) für alle q < F < 1 und Ry 2 Ry, 


dann folgt X > Y:= L4?)(F) < L4?)(F). 
p(2) 


Überlegung: Der Nachweis erfolgt über Flächenüberlegungen : Die Fläche unterhalb 
von Ly ist größer als die unter Ly, d.h. an den Schnittstellen F = 0, 


91 Vel. Kap. 7.2. 
92 Vgl. ALZAID, A. A. (1990), S. 219f. 
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F F 
F = q und F = 1 gilt jeweils f Ly(u)du < f L(u)du. Dieses Größen- 
0 0 
verhaltnis kann sich fiir Zwischenwerte von F aber nicht umkehren. 


Interpretiert man die Lorenzkurven als Verteilungsfunktionen, so ist die Ordnungs- 

relation X > Y nichts anderes als Fy < Fy, für die die Aquivalenzaussage 
i (2) (2) 

i Pp NED > en) für alle h stetig, nichtfallend und konkav"93 zutrifft. Zu 


diesen Indizes gehören bspw. I(X,v). D.h., gelten die Voraussetzungen von Satz 9.33, 
dann ordnen allgemeine Ungleichheitsmaße der Form 


(J(F))=1= f J(F) 7 dF mit J(F) steigend, konkav die Verteilungen in der 
0 
gleichen Reihenfolge wie die Gini—Koeffizienten. 


E 
Fy 


Analog läßt sich für von oben kumulierte Lorenzkurven formulieren 


Satz 9.34: Ist L,(F)< Ly(F) für alle 0 < F < q und 
Ly(F) > Ly(F) für alle q < F < 1 und Ry $ Ry, 
F F 
dann folgt [Ly,(u)du< fLy(adi. 
0 0 


1 
Überlegung: Wie bei 9.33 über Flächenüberlegungen, da 4R = f L(q)dq gilt. 
0 


F F 1 1 
JT y(a)da < fTy(Ada für alle F bzw. f[1-Ly(a)]da < f [1-L(a)]da 
0 0 F F 


für alle F ist äquivalent der Aussage Ep (J(F)) < Er (J(F)) für alle J, 
X Y 


93 Vgl. Kap. 9.2.1. 
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stetig nichtfallend und konvex, da es definitionsgemäß mit Fy < Fy 
v 


iibereinstimmt.94 Zu dieser Gruppe von Maßen gehören bspw. T’(X,v) und 
Tı&ıv). 


Satz 9.33 und Satz 9.34 lassen sich jeweils erweitern: 


Satz 9.35: Gilt LÈ NF) < L E) für alle 0 < F < q, v > 1 und 
L NF) > LF) für alle q < F < 1, v > 1 und T(X,v+1) > T(Y,v+1), 
dann folgt L(2+1)(F) < +p). 


Satz 9.36: Gilt TUF) < EU?) (F) für alle 0 < F <q, v > 1 und 
TECDE) > ELON CF) für alle q < F <1, v > 1 und P(X,v+1) < P(¥,v+1), 
dann folgt LEY) F) < LM, 


Die Beweisführung geht analog. 


9.5 Streuungs— und Ungleichheitsordnungen im Vergleich 


Eine einheitliche Abgrenzung von Ungleichheitsmessung sowie absoluter und relativer 
Streuungsmessung ist in der Literatur nicht zu finden. Generell gilt jedoch, absolute 
Streuungsmaße sind dimensionsbehaftet, relative Streuungsmaße und Disparitätsmaße 
wie R oder S sind dimensionslos. Daher spielt bei einem Vergleich stets der Aspekt der 
Relativierung eine große Rolle. 


Meist werden von den jeweiligen Indikatoren bestimmte Eigenschaften gefordert, die 
z.T. untereinander identisch sind.95 Bekannte Streungsmaße wie A und 0° erfüllen von 
den an ein Disparitätsmaß gestellten Forderungen die Transfer— und die Proportionali- 
tätsprobe und nehmen bei einer Einpunktverteilung ihren minimalen Wert Null an. 
Absolutverschiebungen lassen sie unverändert, proportionale Änderungen führen jedoch 


94 Vgl. Kap. 9.2.1. 
95 Vgl. LIPPE, P. von der (1993), S. 84f und S. 140f und PFLUG, G. (1979). 
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zu einem anderen Wert des Maßes. Einige Disparitätsmaße wie R und S lassen sich 
wiederum als Variationskoeffizienten, d.h. als relative Streuungsmaße interpretieren. 


Will man eine gegebene Merkmalssumme auf n Merkmalsträger verteilen (mit x; 2 0), 


werden A, o, R und V? bei einer extremen Ungleichverteilung maximal. Verteilt man 
dagegen n Merkmalsträger auf ein gegebenes Intervall [a,b], so führt die extreme 
symmetrische Zweipunktverteilung zu einem Maximalwert für gund A. Ersteres ist 
eher die Fragestellung der Disparitàtsmessung, letzteres eine Fragestellung, die der 
Streuungsmessung zugrundeliegt .96 


In der neueren Literatur?” wird das Problem der Definition von "Streuung" — und 
damit indirekt der Abgrenzung zur Ungleichheit —, über Ordnungsrelationen ange- 
gangen. Hier soll insofern ein erster Einstieg in diesen Problemkreis vorgenommen wer- 
den, indem versucht wird, zwischen den jeweiligen Ordnungsrelationen der Streuungs- 
messung und der Star-shaped, der Lorenz-Dominanz und der verallgemeinerten 
Lorenz-Dominanzordnung Bezüge herzustellen. Dabei beziehen sich die Ausführungen 
lediglich weiterhin auf nichtnegative Merkmale, obwohl die Streuungsrelationen auch 
auf intervallskalierbare Merkmale angewandt werden könnten. Folgende Definitionen 
werden untersucht, wobei hier einschränkend nur von stetigen Funktionen ausgegangen 


wird. 
@ oO 


Definition 9.4: X ist variabler als Y , wenn f (1-Fy(y))dy > f (1-Fy(y))dy für 
x x 
0 < x < b.98 
Definition 9.11: X streut mehr als als Y, wenn x(q) - x(F) > y(q) - y(F) für 
0<F<q<1 bzw. äquivalent SE > 3 fir 0 < F< 1 


gilt".99 
Definition 9.12: X ist mehr "dispersed" um x(F) als Y um y(F), 
wenn |x(q) - x(F)| > |y(a) - y(F)] fùr 0 < q < 1.100 


96 Vgl. RINNE, H. (1995), S. 147. 
97 Vgl. FROSINI, B. V. (1984,1985b,1988) und MENDELSON, H. (1987,1988). 
98 Vgl. Kap. 9.2.1. 


99 Vgl. FROSINI, B. V. (1984), S. 375f, BICKEL, P. J. / LEHMANN, E. J. (1979), S. 34 und 
SHAKED, M. (1985), S. 486. 


100 Vgl. FROSINI, B. V. (1984), S. 375f. 
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Einen Spezialfall von Definition 9.12 stellt Definition 9.13 dar. 


Definition 9.13:"Y is an a—quantile—preserving spread of X"101, d.h Y hat mehr Gewicht 
an den Enden der Verteilung als X, wenn die stetigen Funktionen Fy 


und Fy das gleiche o-Quantil haben und F.y(x) > Fy(x) 
È -1 da -1 
für x < Fy (a), Fy(x) > Fy(x) für x > Fy (a) gilt.102 


Diese Definitionen bauen nicht auf relativen Größen auf. Es ist daher naheliegend, 
zusätzlich zu prüfen, inwieweit durch eine Relativierung mit u ( d.h. man betrachtet 
X= = statt X) ein direkter Bezug zur Lorenzkurve selbst und nicht nur zur GL— 


Kurve hergestellt werden kann. 


Definition 9.4 führt, wie aus Kapitel 9.2.1 bekannt, zu der Aquivalenzaussage 
Hy(1 - Ly(F)) 2 uy(1-Ly(F)) für 0 < F < 1. D.h. für gleiche Mittelwerte ( wie z. B. 


bei X und Y ) entspricht dies einer Lorenz-Dominanz. 


Definitionen 9.11 und 9.12 enthalten die oft geforderte Verschiebungs-Invarianz von 
absoluten Streuungsmaßen. Werden beide Verteilungen gleichmäßig proportional 
verändert, bleibt eine Dominanzrelation erhalten. 103 
Aus den Definitionen 9.11 und 9.12 lassen sich leicht entsprechende Größenbeziehungen 
für A, 0° und 6, ableiten. Wenn 9.11 gilt, folgt z.B. 


q q 
1. f (x(q) - x(F)]dF > f [y(q) - y(F)]dF 
0 0 


1q lq 
= f f (x(a) - x(F)]aFda > ff [y(a) - y(F)]dFda & Ay > Ay und 
00 00 


101 MENDELSON, H. (1987), S. 344. 
102 Vgl. MENDELSON, H. (1987), S. 343. 
103 Vgl. FROSINI, B. V. (1984), S. 375. 
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2 x(q) - - x) > [y(a) - y(F yi ftro<F<a<1 


= fe - x(F)}? dFdq > f So z y(F)]°aFaq = 0% > of. 104 
00 


Aus 9.12 folgt sofort fiir F = 0,5 
1 1 


J Ix(a) - x(0,5)|da > f |y(a) - y(0,5)|dq = 47 > 6, ; 
x “Y 
0 0 i _ 
Betrachtet man die relativierten Größen X und Y, führen diese Relationen zu einer 


entsprechenden Ordnung von R, v? und = l 


Definition 9.11 stellt eine Vorstufe der inversen stochastischen Dominanzordnung 
dar.105 Aus SX(E) > dy (E) folgt x(F) - x(0) > y(F) - y(0). Für x(0) = y(0) gilt damit 
auch pyLy (F) > uyly (F). Betrachtet man also X und Y, ergibt sich die Lorenz— 


Dominanz. 

Ebenso läßt sich keine eindeutige Beziehung zwischen einer Starshaped-Dominanz- 

relation und dieser Streuungsordnung herstellen: Ordnen sich zwei Verteilungen gemäß 

X < Y, kann “N, SHE) fir 0 < F < 1 sein. Gilt jedoch zusätzlich y(F) > x(F) 
š I -= ’ 


muß x’(F) < y’(F) gelten. Umgekehrt, wenn x’(F) < y’(F) und y(F) < x(F) für 
0<F<1, dann folgt eine Starshaped-Ordnung und damit auch eine 
Lorenz-Dominanzbeziehung. 


Aus Definition 9.12 folgt, daß sich die arithmetischen Mittel der an den Stellen F und q 
abgeschnittenen Verteilungen ordnen lassen. Diese arithmetischen Mittel lassen sich 
bekanntlicherweise an der (verallgemeinerten ) Lorenzkurve interpretieren 1068: 


11 lq 
104 0° =5 f f (x(q) - x(F)) dFda = f f (x(a) - x(F))"aFda. 
00 00 


Vgl. BHANDARI, S. K. / MUKERJEE, R. (1986) und Kap. 4.2.2. 
105 Vgl. Kap. 9.2.2. 
106 Vgl. PIESCH, W. (1975), S. 47. 


Frauke Wolf - 978-3-631-75474-0 
Downloaded from PubFactory at 01/11/2019 04:34:29AM 
via free access 


208 


|x(q) - x(F)| > |y(q) - y(F)| fir0<q<1 
q q 


= S (x(F) - x(a))dq > f (y(F) - yla))dq für 0 < q < F 
0 
q 

bzw. f (x(q) - x(F))da > f (y(a) - y(F))da für F < q < 1 
0 


_, Hy (Ly(F) x x(q) ry (F ) avis q)) meee 


o x x Lx(F)) a lebe Ly(F)) ae 


Betrachtet man den Fall zweier symmetrischer Verteilungen mit gleichem Mittelwert 

und damit gleichem Median Z, so folgt, wie FROSINI zeigt107 , aus "X ist mehr 

"dispersed" als Y um Z" die Dominanzrelation X > Y bzw. X > Y. In diesem Fall 
L GL 


schneiden sich nämlich die (normierten) inversen Verteilungsfunktionen genau einmal 
an der Stelle F = 0,5. Für 0 < q < 0,5 gilt x(q) < y(q), im Bereich 0,5 < q < 1 ist 
x(q) 2 y(q). 

Eine allgemeine Aussage über die Relation zwischen Starshaped— und dispersed— 
Ordnung läßt sich jedoch nicht formulieren. 


Definition 9.13 kann, wie MENDELSON anfiihrt!08, leicht über Ausdrücke der ver- 
allgemeinerten Lorenzkurven formuliert werden: 

Für diese muß bei einem a-Quantil-erhaltenden Spread gelten, daß die Differenz 
tyLy(F) - vyby(F) unimodal nichtnegativ ist und ihr Maximum bei F = a annimmt.! 
Die Ableitung dieser Differenzfunktion führt zu x(F) - y(F), für die gelten muß 

x(F) > y(F) fir F < a , und x(F) < y(F) fir F > a. Gilt py = py, lassen sich die 


Aussagen auf die Lorenzkurven selbst übertragen. In diesem Fall kann auch aus einer 


107 Vgl. FROSINI, B. V. (1984), S. 390. 
108 Vgl. MENDELSON, H. (1987), S. 345. 
109 Vgl. MENDELSON, H. (1988), S. 116. 
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Starshaped-Ordnung mit x(a) = y(a) ein a-Quantil-erhaltender Spread abgeleitet 
werden, da sich x(F) und y(F) genau an der Stelle F = a schneiden. 


9.6 Partielle Ordnungen im Rahmen der Analyse von Lebensdauerverteilungen und 
deren Bezüge zur Lorenzkurve 


In Kapitel 6.4 wurde kurz in die Analyse von Lebensdauerverteilungen eingeführt. Eine 
Vielzahl von Autoren hat sich hiermit auseinandergesetzt. Eine grundlegende 
Aufbereitung stellt das Werk von BARLOW / PROSCHAN (1981) "Statistical Theory 
of Reliability and Life Testing" dar. Auf Zusammenhänge zur Lorenzkurve wird 
insbesondere von CHANDRA/SINGPURWALLA (1981), TAILLIE (1981), KLEFSJÖ 
(1984), RINNE (1988), KOCHAR (1989) und ALZAID (1990) eingegangen. 


An dieser Stelle sollen nur die bekanntesten partiellen Ordnungsrelationen für Lebens- 
dauerverteilungen vor— und ein Zusammenhang zu Lorenzkurvenausdrücken hergestellt 
werden. Dabei werden ausschließlich stetige Verteilungsfunktionen [0,0) mit F(0) = 0 
betrachtet, die endliche Mittelwerte besitzen und streng steigend sind. 


Die Charakterisierung von Verteilungen über die Einführung von Schiefeordnungen 
erfolgt über zwei grundlegende Ansätze: Vergleich einer gegebenen Verteilung Fx 


— mit einer beliebigen Verteilung Fy, oder 


— mit einer exponentialverteilten Variable E. 


A 


Die Exponentialverteilung E(x) = 1 — e “* nimmt die Stellung einer Referenzvertei- 


lung ein, da die wichtigsten Kennziffern Hazardrate r(x) = ik und mittlere 
restliche Lebensdauer v(x) = M o(*) - x konstant sind. Es gilt 
_ 2 _1 
Mp CRO} 
p(x) = tg(F) =A, 


¥a(x) = ¥p(F) =}. 
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Die normierte total-time-on test—Funktion (in Abhängigkeit von F) W„(F)!! und die 
Lorenzkurve Lp(F) sind unabhängig von Parameter A: 

W,(F) =F 

Lp(F) = F + (1 — F)ln(1 — F). 


Der Gini—Koeffizient einer Exponentialverteilung hat den Wert 5; 
1 
R=1-2f(F+(1-F)In(1-F))dF 


1 1 
=1-200,54 [Pon] - SAD] 
0 
= 1-2(0,5-0,25) = 0,5. 
9.6.1 Wesentliche Zusammenhänge in einer Übersicht 


In Übersicht 15 sollen nun fünf wichtige partielle Ordnungsrelationen definiert und 
äquivalente Darstellungsformen angeführt werden: ‘11 


Zwischen diesen Ordnungen bestehen folgende Beziehungen: 112113 


IFR = IFRA 
Į 114 
DMRL = NBUE => HNBUE 


110 Vgl. Kap. 6.1 und Kap. 6.4: Die normierte total—time—on—test—Funktion entspricht formal W(F). 


W.(F) 
F Y 
111 Herleitung für ny(F) nichtfallend = 
ge x(F) W,(F) 


112 Vgl. z.B. KOCHAR, S. C. / WIENS, D. (1987), S. 824 und KLEFSJO, B. (1983), S. 908. 


nichtfallend" im Anhang. 


113 Bei Umkehrung der Beziehung ( z. B. nichtfallend in nichtsteigend) ergeben sich analoge Defini— 
tionen, auf die hier nicht eingegangen werden soll. 


114 Nur bei Vergleich Fy mit E. Vgl. KOCHAR, S. C. / WIENS, D. (1987), S. 825. 
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UBERSICHT 15: Wichtige partielle Ordnungsrelationen bei der Analyse von Lebensdauerverteilungen 


Bezeichnung 


Definition 


Aussagen bezüglich W(F) 


W(F) = L(F) + 


XE) OF) 


Quelle 


a ee a a rr, r..r..iI 


IFR 
X hat mehr “Increasing Failure 
Ratc" als Y 
X< Y 
IFR 


X ist eine "Increasing Failure Rate"- 


Verteilung 


X < E 
IFR 


IFRA 
X hat mehr "Increasing Failure 
Rate in Average" als Y 


X< Y 
IFRA 


X ist cine "Increasing Failure Rate in 


Axerage"-Verteilung 
X< E 
IFRA 

DMRL 

X hat mehr “Decreasing Mean 
Residual Life" als Y 

X< Y 


DMRL 


X ist eine "Decreasing Mean 
Residual Life"-Verteilung 


X < E 
DMRL 


FE) 


> X<Y = 


kad 


(è E 


1 
1 


V(x) 


ry(y)dy 


konvex 


-  nichtfallend in Fe [0,1] ! 


nichtfallend in x ? 


starshaped 4 


x(F) 


nichtfallend in t20 $ 


nichtsteigend in Fe {0, 1) 7 


nichtsteigend in x ? 


nichtfallend in Fe (0, 1) 


dW,(F) 
<> pisani È 
dF 
> WF) 
WR) 
= uti 
W,(F) 
WF) 
=  ._- en 
F 
1-Wx(F) 
co ere 
1 - W,(F) 
1-Wx(F) 
rad lie 
1-F 


dW,(F) 
dF 


konkav in Fe [0,1] 3 


nichtfallend in Fe (0, 1) 


fallend in Fe (0,1) § 


nichtsteigend in F e [0, 1) * 


- nichtsteigend in F e [0,1)!° 


nichtfallend in F e [0, 1] 


I Vel. KOCHAR, S. C. / WIENS, D. 
(1987), S. 824. 


nw 


Vel. KLEFSJO, B. (1982a), S. 37. 
Vel. BARLOW, R. F. / 
PROSCHAN, F. (1981), S. 84. 


w 


4 Vgl. KOCHAR, S. C. / WIENS, D. 
(1987), S. 824. 


5 Vel. BARLOW, R. E. / 
PROSCHAN, F. (1981), S. 84. 


6 Vegl. KLEFSJÖ, B (1982a), S. 38 
und (1983), S. 911. 


7 Vel. KOCHAR, S. C. (1989), S. 236. 
3 Vgl. ebenda. 


9 Vgl. BASU, A. S. (1988), S. 26. 
1% Vel. KLEFSIÒ, B. (1982a), S. 39. 


TT? 
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Noch ÜBERSICHT 15: Wichtige partielle Ordnungsrelationen bei der Analyse von Lebensdauerverteilungen 


Aussagen beztiglich W(F) 
Bezeichnung Definition W(F)=L(F)+ x(F) (1-F) Quelle 

ui i. Fr.  .rr_——_—€‘‘t—lUìo— —>—»>RLLI:‘KK‘(KiiIO.id gr Eee ro c_———__ r  _"_eéur liv’; nn ar 
NBUE v(F) Hy 
X ist mehr “New Better than Used — für Fe [0,1)!! © WF) 2 WF) für F e [0, 1] !? II Vgl. KOCHAR, S. C. (1989), S. 237. 
in Expectation” als Y v{F) by 12 Vel. ebenda. 
X< Y 

NBUE Pe 

(1 -Fyx(y)) D Vgl. BARLOW, R. E. / PROSCHAN, 

X ist eine "New Better than Used — dy < py frt20P > WF) > F für F e [0, 1] !4 F. (1981), S. 159 und KOCHAR, 
in Expectation”-Verteilung 1-Fy(t) S. C. / WIENS, D. (1987), S. 824. 
XS E i 14 Vel. KLEFSJÒ, B. (1982a), S. 39. 

NBUE 
HNBUE J J XE) JE) 
X ist mehr "Harmonic New Better Sn -Fy(y)]dy > Sn -Fy(y)]dy flrt 2015 & W,(F)-——(I-F) 2 W,(F)- — (I-F) 15 Vgl. KOCHAR, S. C. (1989), S. 237. 
than Used in Expectation" als Y 0 0 Hx Hy 
X < Y 

HNBUE 

l x(F) 

X ist eine "Harmonic New Better < Uy fur t120!6 + W,(F) - —— (1-F) 2 F+(1-F)In(1-F) für O<Fs] 16 Vgl. ROLSKI, T. (1975), S. 715 
than Used in Expectation"- Verteilung t Hx und KLEFSJÒ, B. (1982b), S. 332. 
X < E 1 f bs 

HNBUE t) ve) 


GIG 
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9.6.2 Bezüge wichtiger Ordnungsrelationen zur Lorenzkurve 


Aus dem Zusammenhang zwischen konvexer, Starshaped und Lorenz-Dominanz- 
ordnung ergibt sich: 115 


Satz 9.37: x< Y =X < Y = Ly(F) > Ly(F) bzw. 
IFR IFRA 
X< E >X < E =L,(F)>L,(F), 
IFR IFRA X È 


d.h. die Lorenzkurve einer IFR bzw. einer IFRA—Verteilung liegt stets oberhalb der 
Lorenzkurve der Exponentialverteilung und der Gini—Koeffizient ist damit stets kleiner 
als 0,5.116 


Eine Formulierung von X < Y über Lorenzkurvenausdrücke führt zu dem recht 
MR 


unanschaulichen Ausdruck 


-Ly(F)) - x(F)(1-F 
en) nichtsteigend für 0 < F < 1". 


Vergleicht man Fy mit der Exponentialverteilung, so ist Fy eine DMRL--Verteilung 


genau dann,wenn 
M.(F)-x(F) | 1 - Lx(F) x(F) 
bg TI Px 


d.h. die Differenz aus dem Sekantenanstieg aus Punkt (1,1) und der Steigung der 


nichtsteigend fiir 0 < F < 1, 


Lorenzkurve an einer bestimmten Stelle soll fiir jede Stelle nichtsteigend sein. 
Die Ordnungsrelation X < Y ist äquivalent zu der Aussage 
BUE 


" Ly(F) en pe F) > Ly(F) + xa - F)für0<F<1.. 


115 Vgl. CHANDRA, M. / SINGPURWALLA, N. D. (1981), S. 117 und Kap. 9.2.4. 


116 Vgl. CHANDRA, M. / SINGPURWALLA, N. D. (1981), S. 117 und RINNE, H. (1988), 
S. 394. 
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FürX < E gilt 
NBUE 


Ly(F) + ae -F)>F 


© Ly(F) > F - a - F). 


Man sieht, daß E die Grenzverteilung darstellt, da der Gleichheitsfall genau fiir X = E 
angenommen wird. 
Für eine NBUE—Verteilung muß also insbesondere gelten 


an der Stelle F =F :L >2F -1®1-F >Sund 
p` u|u m 


an der Stelle F = 0,5: L(0,5) > oA = M (0,5) > u- Z 4 6,22. 


Es gilt, wie in Kapitel 6.1 gezeigt wurde, daß aus X < Y X< Y folgt 
NBUE L 


Eine Verteilung heißt "harmonic new better than used in expectation" 117, wenn das har- 
monische Integral von v(x) im Intervall (0,x) kleiner ist als der Mittelwert von x.118 
Dies läßt sich zu der äquivalenten Aussage umformen 


o Za. i 7 
f (1- Fy(y))dy < age Š = f(1- Ears mit E(y) = 1-0 X, 


was identisch ist mit der Relation X < E120, die wiederum äquivalent zu der Beziehung 
v 


Hy|1 - Ly(F)] < ux[l - Lp(F)] © Ly(F) > Lp(F) 
ist. Die Lorenzkurve der Variablen X liegt also genau dann iiber der Lorenzkurve der 


Exponentialverteilung, wenn X der Klasse der HNBUE—Verteilungen angehört. 121 
b 


Für HNBUE—Verteilungen gilt bspw. f xl(x)dx < 2 fry 122 ev <1 
a 


117 ROLSKI, T. (1975), S. 716. 

118 Vgl. KLEFSJO, B. (1984), S. 332f für ein Anwendungsgebiet. 
119 Vgl ROLSKI, T. (1975), S. 715. Herleitung im Anhang. 

120 Vgl Kap. 9.2.1. 

121 Vgl. KLEFSJO, B. (1984), S. 303. 

122 Vgl. GUPTA, R. C. / KIRMANI, S. N. U. A. (1990), S. 3147¢f. 
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Beim Vergleich zweier Verteilungen Fy und Fy, (X < Y) geht obige Bedingung in 
HNBUE 


folgende Definition über: 123 


f [1 - F(y)ldy < f [1 - Fo(y)]dy für t > 0. 
t t Z 
Diese Definition führt damit zu X < Y, was äquivalent ist zu X < Y124. 
V 


D.h. eine Lorenz-Dominanz besteht genau dann, wenn eine Verteilung more 


harmonic new better than used in expectation" ist als eine andere. 


9.7 Anwendung bei der Beurteilung risikobehafteter Anlageformen 


Ansätze zur Beurteilung und Bildung einer Rangfolge risikobehafteter Anlageprojekte 
sind die stochastischen Dominanzrelationen!?5 und beim Vergleich von Kennziffern das 
u-o-Kriterium sowie in Analogie dazu zwei Regeln von YITZHAKI, die auf 4 und A 
aufbauen. 126 


Ausgangspunkt ist die Betrachtung einer Vielzahl risikobehafteter Projekte, aus denen 
nach bestimmten Kriterien ein effiziente Auswahl getroffen werden soll. Beurteilungs- 
maßstab ist die Verteilung der unsicheren Rendite einer jeden Anlageform. 

Hinter einer Beurteilung von unsicheren Anlageformen nach der Second order 
Dominanz steht die Vorstellung eines risikoaversen Investors, der ein Projekt mit hö- 
herem Erwartungsnutzen einem anderen vorzieht, wobei die Nutzenfunktion als stetig, 
steigend und konkav angenommen wird.!27 Für Projekte mit gleichem Erwartungswert 
kann der risikoaverse Investor folglich seine Auswahl auch über Lorenzkurvenvergleiche 
treffen. 


123 Vgl. KOCHAR, S. C. / WIENS, D. P. (1987), S. 828 und KOCHAR, S. C. (1989),S.237. 
124 Vgl. KOCHAR, S. C. (1989), S. 241. 


125 Vgl. Kap. 9.2.1 und auch Kap. 8.3.4 sowie HADAR, J. / RUSSELL, W. R. (1969) und 
BAWA, V. S. (1982), Übersichtsartikel mit zahlreichen Literaturhinweisen. 


126 Vgl. YITZHAKI, S. (1982b) und BEY, R. P. / HOWE, K. M. (1984). 
127 Vgl. LEVY, H. (1992), S. 556f und Kap. 9.2.1: E(g(x)) als Erwartungsnutzen interpretiert. 
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Nach der ersten Mittelwert-mittlere Differenz—Regel dominiert ein Projekt X ein Pro- 
jekt Y, wenn py 2 py und Ay < A, mit mindestens einer strikten Ungleichung gilt. In 
einem solchen Fall ist folglich Ry < Ry, d.h. die Ungleichverteilung gemessen mit R ist 
in Anlage X geringer. 

Nach der zweiten u-A-Regel dominiert das Projekt X das Projekt Y, wenn My 2 by 

x Ay 

und hy - è Hy - — mit mindestens einer strikten Ungleichung gilt.128 Im 
Vergleich zu Regel 1 kann hier Ay > Ay vorliegen, d. h. bei der Bewertung der 


Projekte kann ein höherer Erwartungswert bei X eine größere Streuung 
überkompensieren. Diese Regel ist folglich schwächer, d.h. sie ordnet mehr Projekte als 
Kriterium 1. 

Das 2. u-A—Kriterium stellt eine notwendige Bedingung für die Einhaltung einer 
Second order Dominanzrelation X > Y dar: 


(2) 
Satz 9.38: X > Y = > 
(2) Px è by 


und da = Ly Ly(F) 2 wyLy(F) > 


A A 1-R L=.R 
Hy = 212 = =g 2047 Ge zZ ae ze) 


Für fy = u, muß also Ry < Ry als Voraussetzung für ear gelten. 


Von YITZHAKI!29 wurde folgende allgemeine notwendige Bedingung für die Einhaltung 
einer Second order Dominanz von X über Y vorgestellt. 
Es muß gelten: 

ur, > My für v = 1,2,... 


Li Lada X Y 
Überlegung: Aus der Second order Beziehung X 2 Y ist für F = 1 sofort TERATE, 
ableitbar. Es folgt zudem pyLl)(F) > wl) RF) für alle 0 < F < 1, 


128 Vgl. YITZHAKI, S. (1982), S. 180 und BEY, R. P. / HOWE, K. M. (1984). 
129 Vgl. YITZHAKI, S. (1982b). 
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v > 2,3... . An der Stelle F = 1 gilt also 
ES EURE X Y 
hg DI ) > wy v! ISTAT 


Bezüglich I kann jedoch keine allgemeine Aussage getroffen werden. Gilt jedoch 
ly = by stellt eine Ordnung T(X,v) < T(Y,v) eine (analoge) notwendige Bedingung 


dar. 

Je schwächer ein Kriterium ist, desto mehr Projekte lassen sich ordnen d.h. desto mehr 
Projekte werden auch dominiert und damit aussortiert. Die Anwendung dieser 
notwendigen Regel führt damit zu einer Auswahl von Projekten, die eine Untergruppe 
des "effizienten Sets" an Projekten ist. Im "effizienten Set", der durch die Second order 
Regel festgelegt ist, sind dabei solche Projekte enthalten, die über diese 
Dominanz—Regel nicht aussortiert werden, d.h. nicht dominiert werden. 


130 Vgl. YITZHAKI, S. (1982b), S. 180 mit anderer Herleitung. Vgl. weiter LEVY, H. (1992), 
S. 569f. 
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10. Abschließende Bemerkungen 


Die vorliegende Arbeit soll folgendes verdeutlichen: 

Lorenzkurve und Gini—Koeffizient bieten über die Disparitätsmessung hinaus aufgrund 

ihrer vielseitigen Interpretierbarkeit einen weiten Bereich von Anwendungsmöglich- 

keiten. Dabei wird der Gini—Koeffizient entweder 

— selbst vor einem speziellen Sachhintergrund neu (bspw. als Durchschnitt) belegt bzw. 
interpretiert, 

— als Komponente eines weiteren Maßes verwendet oder 

— Komponenten seiner Zerlegung werden wiederum als Meßindikatoren herangezogen 
und interpretiert. 


Zudem haben eine Vielzahl von Autoren die Lorenzkurve als Ausgangspunkt genom- 
men, um verallgemeinernde Ansätze oder Abwandlungen für unterschiedlichste Ziel- 
setzungen zu entwickeln. Eine Vorstellung solch allgemeiner Strukturen verdeutlicht 
indirekt die den gebräuchlichen Indikatoren inneliegenden Wertungen. Die Modifika- 
tionen im Konzept der Lorenzkurve beziehen sich bspw. 
— auf die Aufhebung des Normierungsgedankens bei der Lorenzkurve, 
— auf die Betrachtung und Interpretation alternativer Flächenstücke im Schaubild der 
normierten inversen Verteilungsfunktion, 
— auf eine Weiterführung des Kumulationsvorganges oder 
— auf eine Ausdehnung des Instrumentariums auf die Messung des Zusammenhangs 
zweier funktional miteinander verbundener Merkmale, indem der der Lorenzkurve 
inneliegende Größenordnungsgedanke modifiziert wird. 
Dabei ergeben sich zwischen den einzelnen Ansätzen immer wieder Verknüpfungs- 
punkte, die über eine einfache übersichtliche Gliederung nicht mehr erfaßt werden kön- 
nen. So lassen die scheinbar so unverbunden nebeneinanderstehenden Kapitel 7 und 8 
doch im Aufbau der betrachteten Kennziffern eine gemeinsame Struktur erkennen: 
In beiden Fällen arbeitet man mit Kovarianzen der Struktur nn mit Hg 
b b i 
= f g(x)i(x)dx und m = f A(F(x)}i(x)dx mit AP) > 0, 
a a 


d.h. man mißt die Korrelation zweier relativierter Merkmale g(x) und h(F(x)). Wählt 
man g(x) = x, gelangt man zu den Disparitätsmaßen in Kapitel 7. 
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Bei der großen Vielzahl an Beiträgen bleibt es nicht aus, daß einige Aspekte im 
Rahmen der vorgelegten Arbeit nur im Ansatz berücksichtigt werden können. So er- 
scheint eine Verknüpfung des "Konzepts der weighted distributions" mit dem Instru- 
mentarium der (verallgemeinerten) Lorenzkurve vertiefenswert. Ebenso könnten über 
den Zusammenhang der Second order dominance mit der Lorenzkurven—Dominanz wei- 
tere Anwendungsbereiche erschlossen und Erkenntnisse übertragen werden. 
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ANHANG: 


1. Fußnote 47 in Kapitel 4.2.1.2 


1 1 
G K 
iaria =4 J 2x(F)dF -4 f 2F-x(F)dF 
0,5 0 
G K 1-L(0,5 
ui Hy. 6 = Sai - 4u[1+R] 
G K 
419419 = 4[M „(0,5) - p- uR] 
G K 
a 41.97 41.9 = 4[-M (0,5) +4- uR] 
4 - M (0,5) i, = 3 
& R = a a 5 DERON SE 
2. Fußnote 109 in Kapitel 4.7: 
n k n 
Es |x, -x| = X (x-x)+ E (x,-x) (mitx. <x., undx,<x<¢x,,,) 
| i=] i er i i- i+l k k+1 
k n 
=kx- Ex +3 x- (n-k)x 
i=1 i=k+1 
n k 
= 2kx - nx+ 3 x,- 2% x; 
i=l i=1 


3. Fußnoten 116 und 119 in Kapitel 4.7: 

o y @ 

S S -= §@)axt(y)dy = f IP) - HL, WIE dy 

00 0 
= f yF;(y)fj(y)dy - HLO] + J HL (oF (y)dy 
= J rn + FEC) dy - 4, 
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Über partielle Integration gelangt man dann zu 


o y @ m om 
S L(y - x) f(x)axt(y)dy = - JHMM + PRG (may = E 
00 

y 


ao do 

Analog gilt f f (y - x)f(x)dxf,(y)dy = fF (y)(1-F,(y) ay, 
0 0 0 

Es ist 


h;;= ffiz- y| fi (x)dxfi(y dy 
00 


o y © O 
= /fw-»t, (x)dxf:(y)dy + J fœ- y) £;(x)dxf;(y)dy 
00 0 y 


o y 
Der zweite Summand stimmt mit f f (y - x)f;(x)dxf;(y)dy überein: 
00 


SS- y) fd (yay 


Oy 


= J (a;(1-L;(9)) - y1-FAW))E (vay 


= h - J wi L(y )E(y)dy - f yf;(y)dy + J yF:(y)f (7)dy 
= lt, E0)] + f vi (DE - m + EL] - fut MEMI 
=h- h T f yi (y)F (y)dy -aj + 4 fa L {yf (y)dy 


= for - aL (y)Ifi(y)dy 


= f f (y - x)f;(x)dx£(y)dy 
0 0 
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Damit ist 
o y 
si x)f x)dxf ( (y)dy + f fy - x)f(x)dxf(y)dy 
0 0 0 0 


@ 


= [EC ddr + fF LFW) dy 
0 0 


4. Fußnote 13 in Kapitel 6.2 


F 


K(F) = rf D(F 
0 


F F 
= plF - L(F) + ie fused 


F 


_ a) + fe [F-L(F) - 2 [L(a)da] 
0 
2 PEU + L(F)- R(F) 


5. Fußnote 13 in Kapitel 7.1: 


(F a ye È v-1 
A (PP) = SE, FY x Pak 


Y 


Fe 
Fa "n 
= (F; P ‘HL(F)] + f(F,- Fy” 2 (v-1)uL(F)dF 
ud: Fe 
Fn 
=-(F,-F RUF, + SE, F)"-2(v-1)uL(F)dF 
Pe 
F F 
n 


n 
= FIS, Fy’ *(v-1)aF+ f (F,- F)"-2(v-1)pL(F)dF 
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6. Fußnote 22 in Kapitel 7.2: 


F 
(F ni 4 i v-1 
E È For) = f(F- Fp” x(F)dF 
F 
£ 
F Fn 
=((F-F)” 0) - fr BY (v-1)UL(F)dR 
re F 
é 
En 
= (Fy Fg” al) - CR - Fg” -DAFF 
Fe r 
"9 2 . 2 
= uL(F,) fE- Fe) (v-1)dF - f (F - F)” (v-1)uL(F)dF 
Fe Fe 


7. Fußnote 10 in Kap. 8.1 
b 


C, = | a [2F(x)-1] f(x)dx 


b 
SU Eh, [2F.(x)-1]] i h; f(x) dx 


-EE [ER x) [oF x)-1] f(x)dx 


jd hihi (x) [2F;(x)-1] £,(x)d 
x + x .(Xx)- (x)dx 
itj "es m J 


h.h, P 
=} hl C E Bai S ste) BE) -1] f;(x)dx 


i Ši izj "eS 
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8. Fußnote 28 in Kap. 9.2: 


Überlegungen analog Satz 9.6: 
b b 


Gilt X 2 Y, dann muß die Größenrelation f [1 - Fyx(y)]dy > f [1 - Fy(y)ldy 
x X 
insbesondere auch an den Schnittstellen von 1 - Fy(y) und 1 - F,,(y) gegeben sein. An 
Fs Fs 
diesen Stellen ist jedoch yy Ly (Fo) = f x(u)du > pyLy(Fo) = f y(u)du bzw. 
0 0 


Diese Größenrelation kann sich für Zwischenstellen F bzw. F nicht umkehren. 


9. Fußnote 81 aus Kapitel 9.4: 


ttl 
E(X “Lia 
H,(x) = ia oo TT fiir t = 1, 0, -1, -2: 


2 2 2 
1. t = 1: BO = leto) = 
u 


= Ul 
= Q: Zem = = = nach Satz von de l’Hospital: 
„rl 
logxf(x)d 
la |, = eee 


-0 n 


3. t= -1: RAX- Da nach Satz von de l’Hospital: 
" 


m t+], if dx m 2 m 
= opda = - | logxf(x)dx = logy - | logxf(x)dx 
J |, J gxi(x) J 
= logy - logGM. 
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hifi BE 


p= Lf Slee - 1 = alfi 11 
0 


10. Fufinote 111 aus Kap. 9.6: 


A: a nichtfallend für 0 < F < 1 ist äquivalent der Aussage ui > tri 


B: Wegen Satz 9.17 folgt aus be nichtfallend fiir 0 < F < 1" auch 


pyby(F) f TE . | 
IF) nichtfallend für 0 < F < 1". Dies ist äquivalent der Größenrelation 
x 
ya (F) 


& y(F)x(F)[1-F] + pyLy(F)y(F) > y(F)x(F)[1-F] + wyLy(F)x(F) 


Hyxbx X 


Ly(F)+y(F)[1-F] 
Aus A und B zusammen folgt dann DE: In? > NL MATTE fir0<F <1. 
ky x 


Wy(P) 


Die Aussage " nichtfallend in 0 < F < 1" ist aber äquivalent der Bedingung 


Hy Rx 
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11. Fußnote 119 aus Kapitel 9.6: 


Definition HNBUE: 


x din{ f [1-F(y)]dy] 


ix Sad 


Ta > In f (1-F(y))dy - In f (1-F(y))dy 
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